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前 言 


考研 的 几 门 课 中 ,数学 是 考生 公认 的 最 难 复习 、 最 难 考 的 一 门 课 。 
为 此 ,不 少 学 生 不 得 不 放弃 钟爱 的 专业 ,报考 不 考 数学 的 专业 ; 多数 人 
硬 着 头皮 抱 着 试 试看 的 态度 参加 复习 考试 。 数 学 果真 那么 可 怕 ，, 那么 
难 吗 ? 对 于 原来 数学 基础 不 好 ,又 想 考 高 分 (135 分 以 上 ) 的 考生 来 说 ， 
只 要 具备 两 个 条 件 :Q@ 比较 强 的 记忆 力 ;Q@ 比较 强 的 模仿 能 力 , 即 可 
圆 “ 高 分 梦 ”。 

记忆 的 作用 在 于 记 住 重要 的 概念 、 理 论 与 定理 公式 ,以 及 记 住 计算 
方法 与 技巧 没有 记 住 的 东西 就 无 模仿 可 言 , 可 见 记 忆 之 重要 。 一 般 
人 都 知道 学 英语 需要 记忆 ,单词 需要 背诵 ,其 实学 数学 也 需要 记忆 ,要 
在 理解 的 基础 上 背 重 要 的 定理 .公式 和 概念 , 背 核 心 的 题 型 。 

模仿 是 指 对 解 题 方 法 和 技巧 的 一 种 描摹 或 仿效 。 数 学 题 千 千 万 ， 
如 果 都 用 东 施 效 兽 的 方法 ,姑且 不 说 做 不 到 ,也 不 会 有 什么 效果 。 要 模 
仿 就 应 该 抓 住 常 考题 型 进行 相似 或 变异 题 的 训练 。 无 论 是 以 题 型 为 纲 
进行 的 数学 实践 (考研 辅导 班 ), 还 是 出 版 书籍 的 反馈 信息 ,都 证 明 : 抓 
题 型 就 是 抓 解 题 方法 和 技巧 的 根本 和 关键 。 就 是 基于 这 样 的 考虑 ,我 
们 才 编 写 了 这 样 一 套 与 《考研 数学 复习 指南 》 相 配套 的 、 复 习 起 来 省 时 、 
省 力 的 考研 数学 核心 题 型 教材 。 和 希望 书 中 的 方法 和 技巧 能 够 在 较 短 的 
时 间 里 大 大 提高 学 生 的 复习 效率 ,化 难为 简 , 从 容 过 关 。 

本 书 的 特点 如 下 : 

@ 严格 按照 《考研 数学 大 纲 ) 的 要 求 , 对 国内 外 文献 资料 ,尤其 是 
对 20 多 年 来 考研 试题 进行 了 归纳 总 结 , 精 选 出 203 个 题 型 。 

@ 对 每 个 题 型 进行 详尽 分 析 , 指 出 其 特点 和 易 混 、 易 错 的 地 方 。 

@ 书 中 有 许多 题 型 的 解 题 方 法 和 技巧 是 我 们 苦心 缴 谐 、 冥 思 苦 想 
出 来 的 , 绝 非 市 面 上 其 他 书籍 所 共有 。 

@ 有 些 题解 后 有 评注 ,虽然 察 察 数 语 , 却 可 起 到 画龙点睛 、 开 拓 思 
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路 的 作用 。 

@@ 本 书 编写 属 上 课 讲义 的 形式 ,可 能 更 贴近 考生 。 

本 书 适合 于 参加 研究 生 入 学 考试 的 同学 在 复习 时 自学 研读 ,也 可 
作为 考研 辅导 机 构 的 强化 班 指定 讲义 。 高 等 数学 的 普通 学 习 者 和 爱好 
者 亦 可 以 阅读 ,并 从 中 领略 数学 科学 的 简约 之 美和 数字 运算 技巧 的 
奇妙 。 

书 中 车 有 不 当 之 :处 , 效 请 读者 批评 指正 。 
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高 等 数学 题 型 
DS 
第 1 章 极限 和 连续 


1.1 重要 定理 


定理 1 lim f(x)=ASf (zo)=f (xz0)=A. 
定理 2 lim f(z)= 二 ASSf(z) 二 A 十 a(z) ,其 中 az) 为 二 >0 时 的 无 穷 小 量 , 即 Tim a(x) 二 0， 
定理 3( 极 限 的 保 号 性 ) 如 果 lim f(x) 二 A, 而 且 A>0( 或 A<0), 那 么 存在 常数 8>0, 使 得 当 


0 过 |z 一 zo01 过 6 时 , 恒 有 f(z) 放 0( 或 f(z) 二 0). 
定理 4 如 果 lim f(z)==A, F(z)>0( 或 f(z) 过 0), 则 A 宇 0( 或 A0). 


定理 5( 单 调 有 界定 理 ) 单调 增加 有 上 界 ( 或 单调 减少 有 下 界 ) 数 列 一 定 有 极限 . 
定理 6” ( 夹 逼 定理 ) 设 在 z 的 邻 域内 恒 有 gpg(z) 志 f(z)<y(z), 征 
lim p(x) = lim yz) = A, 则 lim ftw = 


定理 7( 无 穷 大 和 无 穷 小 的 关系 ) ”无穷 大 的 倒数 为 无 穷 小 ; 非 零 的 无 穷 小 的 倒数 为 无 穷 大 . 
定理 8( 无 穷 小 的 运算 性 质 ) 

(1) 有 限 个 无 穷 小 的 代数 和 为 无 穷 小 ; 

(2) 有 限 个 无 穷 小 的 乘积 为 无 穷 小 ; 

(3) 无 穷 小 乘 以 有 界 变量 为 无 穷 小 . 
定理 9 设 有 函数 /(z),g(z) ,如果 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ,有 lim f(z)==A,limg(z)= 
B, 则 

(1) lim[ f(x)+tg(z)|=lim f(z)+lim g(x)=AtB; 

上 式 第 二 个 式 子 中 的 两 个 极限 车 有 一 个 不 存在 , 则 代数 和 的 极限 必 不 存在 ; 若 两 个 极限 都 
不 存在 , 则 代数 和 的 极限 不 一 定 存 在 . 

加 法 运算 可 推广 到 有 限 个 中 去 . 

(2) limlL f(x) * g(x) |=lim f(x) * lim g(x)=AB; 


.了 (Ca fz) A 9 
(3) lim (7) lm g(r) B70 
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(4) lim[ cf(z)]==clim f(x)==cA, 其 中 < 为 常数 . 
定理 10 设 f(z) 在 La,b] 上 连续 , 则 | f(zx) | 在 La,;51] 上 连续 . 
定理 11 初等 函数 在 其 定义 域内 的 区 间 内 连续 (因为 初等 函数 中 可 能 有 孤立 点 ， a 
间 内 连续 
推论 ; 设 了 (zx) 在 xxo 处 连续 ， 则 二 fz)=f(li lim ) 二 f(zo); 车 没有 说 明 ko Eo 处 连续 ， 
则 lim f(x) (lim 证 即 极限 符号 和 函数 符号 不 能 交换 顺序 
定理 12 设 数列 {zx;} 收 敛 于 1, 那么 它 的 任 一 子 序 列 {z } 也 收敛 ,上 且 极限 也 是 !(w 一 ce); 反 之 
不 真 . 
定理 13( 洛 必 达 法 则 ) 
法 则 工 (他 型 】 设 函 数 f(z),g(z) 满 足 条 件 

(1) lim f(z)=0, lm EB(2Z)=08 , 


(2) 二 Ca 在 部 的 某 邻 域内 可 导 , 在 思 点 可 除外 (在 无 穷 远 邻 域内 可 导 ), 且 以 Cz) 关 0; 
(83) lim 万 加 存在 (或 为 co)， 


这 


£2) 至 (并 
Ne 
Tc) 


法 则 下 ( 衬 型 】 设 函 数 f(z),g(z) 满 足 条 件 


Ck》 Jim f(z)=00, i BE(CZ) 一 coy 


ey 


(2) f(D) ,g(a) 在 的 名 城内 可 导 , 在 点 可 除外 (在 无 兴 远 名 域内 可 导 ), 且 8g'(z)0; 
(3) lim 人 6D 存在 (或 为 0)， 


2 FA) 
则 a Deer 
“使 用 法 则 时 需 注意 的 事项 ， 
全 只 有 -或 袜 型 的 未 定式 才能 使 用 法 则 ; 


(2) 每 用 完 一 次 法 则 ,要 将 式 子 整理 化 简 ; 
(3) 为 简化 运算 ,经 常 将 法 则 与 等 价 无 穷 小 结合 使 用 ; 


; (zx) 有 im 三) 
(4) 有 妃 不 存在 (或 co) 不 能 Jim 妈 呈 不 存在 ， 


(5) 当 z>oo 时 ,极限 式 中 含有 sin zvcos z( 或 二 >0 时 ,极限 式 中 含有 sin 十 ,cos 过)* 则 
不 能 用 洛 必 达 法 则 ， 
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1 2- 重要 公式 


公式 1 li ls lim—<—=1. 


re*0 SIN XI 


若 极限 式 具 有 如 下 两 个 特点 
(1) 是 9 型 极 限 ,这 是 首要 特点 ,是 本 质 ; EE 
(2) sin 口 与 分 数 线 对 面 变量 口 形式 一 致 , 则 lim 半 站 二 1. 
公式 2 lim(1 二 二) =e 或 lim(1+z)# 一 e。 
特点 如 下 
(1) 是 1 型 极限 ; 


(2) 括号 中 工 后 的 变量 (包括 符号 ) 与 指数 需 互 为 倒数 ， 
公式 3( 抓 大 头 准 则 ) 


3» 
lim doT" 十 az"™ 十.… * (aT a = 人 0 2 bo 


zr bor™ 二 biz" lt :ba Ee Pe 0， n=m 


So, n>m 
即 求 z>co 的 极限 时 , 抓 住 起 决定 性 作用 的 z 的 最 高 次 短 的 项 ,把 其 余 的 项 略 掉 . 
公式 4( 函数 连续 的 充 要 条 件 ) 
函数 在 一 点 xo 连续 的 充 要 条 件 是 
lim f(x) = limf(z) = f(zo0) 
FD rr 
公式 5 
(1) 当 z> 十 oo 时 ,函数 趋 于 十 co 的 速度 由 慢 到 快 为 lIn x,x* (a>0) ,a (a 二 D) ,zz 
(2) 当 ?>co 时 , 通 项 趋 于 十 co 的 速度 直 慢 到 快 为 In or or (a>T) mlm 
(3) 常用 数列 极限 : 


limya 三 1(a 之 0) ,特例 为 lm 一 1; 

lim p"=0(|p|<D ;lm 去 =0Ck>0) slim (1+ 直 ) 一 e 
(4) 常用 函数 极限 : 5 
lim arctan zz 一 严 ; lim arctan zx 一 一 工 ; 
工 > 十 co 2 一 2 
lim arccot z=0; lim arccot zx; 


‘in =00; lim 0; Wa 
注 : 若 志 =eo 的 极限 式 中 洁 有 2 a es 特别 是 ,或 arctan 工 , 或 arccot ZX, 或 |z|( 或 
Zz>0 时 ,极限 式 中 含 ex ,或 arctan 一 ,或 arccot 二 ,或 1z| ) ,一 定 分 别 求 出 xz 十 co, 一 cc 
(或 二 >0+ ,rz>07 ) 时 的 极限 ,车 两 者 相等 , 则 Xoo( 或 >0) 时 的 极限 存在 ,否则 不 存在 . 


4 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
1.3 函数 的 极限 


题 型 1 无 穷 小 的 比较 或 确定 无 穷 小 的 阶 


思路 启迪 : (1) 对 无 穷 小 的 比较 ,分 两 种 情形 . 
情形 1: 两 个 无 穷 小 的 比较 ,一 般 利 用 定义 ,常用 洛 必 达 法 则 和 等 价 
无 穷 小 代 换 . 
情形 2; 三 个 或 三 个 以 上 无 穷 小 的 比较 ,一 般 先 利用 等 价 无 穷 小 代 换 
化 简 , 然 后 进行 无 穷 小 的 比较 ,常用 洛 必 达 法 则 ; 若 用 洛 必 达 法 则 时 
较 复杂 ,特别 是 被 比较 的 函数 会 变 限 积分 , 则 可 先 求 导 ， 然后 对 导 函 
数 作 等 价 无 穷 小 代 换 ,最 后 再 比较 . 


(2) 确定 无 穷 小 的 阶 ,一般 利用 lim 三 型 为 有 限 数 来 确定 n. 确定 刀 
时 ,常用 洛 必 达 法 则 和 等 价 无 穷 小 代 换 两 种 方法 ， 


例 1 设 f(z), g(x) 为 连续 函数 , 且 lim f(z) 一 limg(z) 一 1. 令 F(x) 一 | fC).dt, 


Ce = tg(z 一 息 dz; 则 当 z>0 时 ,F(z) 是 G(xz) 的 ( ” ). 


(A) 高 阶 无 穷 小 量 (B) 低 阶 无 穷 小 量 
(C) 等 价 无 穷 小 量 (D) 同 阶 而 非 等 价 无 穷 小 量 
分 析 : 遇 到 被 积 函 数 是 给 定 函 数 与 某 一 简单 函数 复合 而 成 的 函数 时 ,要 通过 变量 代 换 将 其 化 


为 给 定 函 数 的 形式 ,如 本 题 中 G(Cz) 王 | tg(ZX 一 起 di; 应 令 二 x 一 t, 将 g(w 一 如 化 为 g《w) 的 
形式 ， 
解 : G(z)== [ Py Pe | Cz 一 DagGoOC 一 do=z| yd fF ci di 
TD 元 0 0 
于 是 
2 
了 > fDi 
ee | gCwdu—| ug (u) du 
0 0 

卫 弄 

2 
pi 性 g(WwW du zg (zx) — zg (zx) 


= 2limf (x )， lim 


下 机 
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例 2 把 zx->0+ 时 的 无 穷 小 量 a= _T “cos J tanEdz,y 一 | sinf di 进行 排列 ,使 启 者 


是 前 者 的 高 阶 无穷 小 ,正确 的 排列 次 序 为 (“” ). 

(A) ayB,7 (B) ay 有 (C) Bra:y (D) BYsa 
分 析 : 用 定义 做 时 ,一 般 用 洛 必 达 法 则 , 即 对 分 子 、 分 母 求 导 ,所 以 也 可 以 先 求 导 , 然 后 再 比较 . 
解 : 

a =cosz >1(z—>0), 有 三 2ztan 并 一 2zz(zr 一 0+) 
nt 

”a 

由 于 当 x>01+ 时 ,z 的 次 数 越 高 ,根据 题 意 ,排列 越 靠 后 ; 又 根据 洛 必 达 法 则 ,函数 的 排列 
次 序 和 导 函 数 的 排列 次 序 是 相同 的 , 故 (B) 为 正确 选项 . 
例 3 设 f(z)==2x 一 sin x 一 sin zcos z, 当 Z>0 时 ,jz) 是 工 的 ( ) 阶 无 穷 小 . 
解 : lim L220n 待定 ) 一 lim 2 一 se 立 一 Sin 之 cOS Zz 


E 


sin zx3 ~ rz —> 01) 


2z 一 Sin 一 去 sin 2 大 


=lim Es 2-— COS XCOF 2 
=lim = 


rx” 


于 sin Z 十 2sin 2z i os 文 十 4cos 2x 
Brom Do nn Tn 2 


最 后 一 个 极限 式 中 , 当 zx>0 时 ,分 子 的 极限 为 5, 若 此 极限 存在 , 则 必须 "一 3. 
注 : 三 角 函 数 一 般 通 过 积 化 和 差 或 倍 角 公式 进行 降 阶 . 


题 型 2 求 未 定式 函数 极限 
1. 求人 6 型 未 定式 函数 极限 
若 lim 7(z) 一 0,lim g(Cz) 一 0, 则 lim 如 型 称 为 型 未 定式 西数 极限 . 


思路 启迪 : (1) 通过 因 式 分 解 或 根 式 有 理化 ,消去 使 分 母 为 零 的 因 式 ,再 用 极限 
运算 法 则 或 连续 函数 的 性 质 求解 . 


所 谓 根 式 有 理化 ,是 指 极 限 式 中 会 有 六 七 /5( 或 a 二 /5), 在 求 极 


限 之 前 , 先 用 它们 的 共 示 根 式 /EB 干 V6( 或 4 干 /6) 分 别 乘 以 分 子 、 分 
母 ,使 其 “0” 因 子 呈 现 出 来 的 一 种 运算 . 
(2) 利用 等 价 无 穷 小 代 换 . 


(3) 利用 治 必 达 法 则 求 家 限 (这 是 求 了 型 极限 景 有 效 的 方法 ,但 是 要 注 


意 使 用 条 件 ). 3 
(4) 着 前 三 种 方法 无 法 求 得 极限 ,可 考虑 用 变量 代 换 (通常 是 作 个 代 


换 , 令 zz 一 或 z 一 去 ). 
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(5) 利用 泰勒 公式 求 极限 . 
例 4 nit 


i la (2) limYL 二 tanz 一 v1 十 snz， V1 十 sin 并 


et z=0 In(lT 2 
I VET) | | (3sintteeos)a 

Oy Hm CD lm 一 
一 arcsin Vz ™ +cos z)| Inc1 十 dz 


解 : (1) lim-] 一 vcos 工 一 limQ 一 Yeos 工 )C1 十 Yeos 工 ) 
ro+ 丈 (1 一 cosWz) TO0 +z(1 一 cos VX)(1 十 /cos zx) 


1 1 一 cos 工 LW 人 
+r(l—cosvVr) A 2 1 


( 根 式 有 理化 ) 


V1+tamz—vVi 韦 sin: z 


(2) a zn 2z)— 
tan w— sin z 
ts ( 1 
二 [zlnGl 十 z) 一 zj](V1L 十 tan z+ v1lsinz) 要 和 于 化 


一 六 limta。 Icom 二 各 二 ( 洛 必 达 法 则 ) 


六 0 光 mT =e De 
元 
一 一 二 lim sm 工 。(1 十 z) 一 一 上 
en 2 


(3) 因为 当 xz 一 1 时 , Yr 一 了 >0, 所 以 ln(1 十 YX—1) ~ Vi—1, arcsin Vz—1 ~ 
Vz—1 , 故 
arcsin i rl 


(3sin t a 


中 
-二 | ma+aed 
0 
3sin 工 十 zcos 1 3sin 十 ?cos li 
= 
9 th ln(1 十 工 ) 2 =0 
下 Rr x) i 
me 


注 : 等 价 无 穷 小 代 换 可 简化 求 极限 的 过 程 ,但 是 用 得 不 得 法 会 出 大 错 . 一 般 讲 ,乘除 运算 时 尽 
管用 ;加 减 运算 时 不 宜 用 ,此 时 常 改 用 泰勒 公式 . 


te 
例 5 求 lm 高 . 
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解 : 首先 用 洛 必 达 法 则 计算 . 


100z8 50 
极限 形式 比 原先 的 还 要 复杂 ,可 见 用 洛 必 达 法 则 行 不 通 . 


遇 到 e 去 这 种 形式 ,一 般 作 倒 代 换 . 本 题 中 令 /一 十 , 当 z>0 时 ,+> 十 oo, 故 


~ 
lm Sh = lim 年 ( 衬 )= lim 2 一 …… 一 im 到 上 一 0 (连续 用 洛 必 达 法 则 ) 


co ef titoo 
例 6 求 下 列 极限 : 
a er ee 
(1) i ; (2) lim Te 


0 fi(z)— g(x) 户 (z) 一 SuCzZ) ,了 


则 求解 较 复杂 或 不 可 用 时 , 则 考虑 用 泰勒 公式 求解 .一 般 用 泰勒 公式 展开 到 相互 抵消 后 的 一 项 . 


2 3 


解 : (1) VTTz=1 十 去 zx 十 2 2 tol), VI=z==1 一 去 z 十 2 = -ot 
一 二 十 oCz?) 1 
故 原 极限 二 lim 一 一 一 上 一 一 一 二 一 二. 
0 工 4 


| 
二 (和 1 
(2) =1+z+ 委 +o(z?), 1 


cos 一 1 一 去 z 十 而 至 十 o(2) 
zt oz?) 上 1 
i 
+ 1 证 和 1 1 
xr"0 8 A to(z’) z=0 i 人 
注 : 七 个 常见 的 泰勒 展开 式 如 下 (必须 熟 记 ) : 


(1) el+ut+ 击 汉 十 … 十 二 如 十 odae) ; 
4 7 


3 
Coy Snes tA tolu”t’); 


S ul 
(2n1)1! 
2 2n 
(3) cos 1 坑 +o nn) 


学 3 0 
(4) hu 
n 
(5) T=1+utw tt +o)s 
(6) T+=1—ut wtoGe); 


(7) QH) =1tant ST te Dont ,oe). 


nl 
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2. 求 过 型 函数 极限 
车 lim f(x)=oo,lim g(z)=00, 则 lim 太 如 称 为 芋 型 未 定式 函数 极限 . 
思路 启迪 : (1) 用 抓 大 头 准则 , 即 


i tara 一 
. reg8omr 十 Dr 十 十 0: 工 十 玉 "0s nm 


ce5 > 
即 求 z>co 的 极限 时 , 抓 住 起 决定 性 作用 的 过 的 最 高 次 署 的 项 ， 而 把 
其 余 的 项 略 掉 : 
(2 六 利用 洛 闪 达 法 则 . 
(3) 利用 变量 代 痪 化 为 全 型 


例 7. 求 下 列 极限 ; 


de L211) SO 
CL lim Dt (2) i 
2 2 
(3) J ee (4) im 全 5 
rer er | 2e~” 
Sa PAC i 忆 才 汪 
解 : (1) he Da 2 有 Sa 了 


/二 
id 一 赴 二 A ys 


(2) lim im 一 一 一 一 一 于， 
I a We A 2 
了 
学 玩 
| tzer dt 2 1 
一 lim = lim 


YY 原 极限 二 lim 二 rte ome zteo 着 2 
(4) 若 一 直 用 洛 必 达 法 则 , 则 越 来 越 复杂 ,得 不 出 结果 . 
A 


ez er 1 > 
lim 3r To ~ IW ge Fade ln 3 | ee 


经 观察 , 当 zx 一 十 co 时 ,分 子 、 分 母 中 的 大 头 为 全 ,区 分 子 ;分母 同 除 以 时 ,可 得 
lim [也 并 久 吧 ) 


er 1 


es 
原 极限 一 ing 二 2 下 ne 27 2 
3. 求 co-co 型 函数 极限 
思路 启迪 : (1) 通 分 或 根 式 有 理化 将 其 化 成 二 型 或 2 型 
(2) 利用 个 代 戏 并 = 去 (党 次 >0). 
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例 8 求 下 列 极限 : 
a) lim (二 一 cotz); (2) lim (VT Tz 1— V2 az 1). 
解 : (1) 遇 到 tan Zz 或 cot x 时, 一般 先 将 它们 化 为 正 、 余 弦 的 形式 . 


< 7 于 Tk: Cos 工 . /sinz 区 一 并 coOSs? 元 
liml( 二 一 cotzj= 一 jliml( 翅 一 = lim|( 一 一 一 
AN m0\T sin:x ze0 工 2Sin2 工 


.1Sin2 到 一 元 cs 元 
= lim|( 


rx*0 Xx 


到 lim si ZO ne 一 COS 工 ( 因 式 分 解 降 震 简化 计算 ) 


r=0 as 
二 2 lim 9 一 和 O38 (了 全) ( 洛 必 达 法 则 ) 
I*0 3 
一 2lim Sos 工 一 cs 于 二 工 sm 一 S$ lim 2 
37? 0 3 
6 并 6 并 
(2) T= lis ——=—=— ec dm = W( 用 
5 人 再 二 eg 本 本 和 EC 人 抓 大 头 准则 
例 9 求 下 列 极限 : 
(1) lim| zx—z*In(1+ 二 ) ]; (2) lim(z sn EH 2 上 


解 : (1) 遇 到 题 中 含 二 时 ,要 想到 倒 代 换 . 令 十 =t, 当 oo 时,t->0, 则 


> 出 2— ln( 7) 
lim|z 一 zf1 + 二 )]= lim| 二 -二 nC i 
LR 汪 
Li Jt TI 
= lm 21 一 名 遍 KE 
令 := 士 ee 
pon (m4— 2) z mlndt) at 到 三 2 
Te Si 人 =0 t 
Rk Ne 
i Pl 
t=0 3£ Fo dE (l= 3 


4. 求 0， co 型 未 定式 函数 极限 


思路 启迪 : 一 般 通过 将 “0” 或 “cc” 项 下 放 ( 放 到 分 母 的 位 置 上 ) 转 化 为 9 型 或 2 
型 ,然后 再 用 洛 必 达 法 则 或 抓 大 头 准则 ， 
设 lim f(x)==0,lim g(z) 一 co, 则 
1 六 sg 二 in + (os im 总) 
EC) fF 


一 般 来 讲 , 简 单 函 数 下 放 , 复 杂 函 数 不 下 放 ! 特别 是 对 数 函 数 和 
有 反 三 角 函 数 arcsin Xz,afctan 之 等 不 下 放 . 
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例 10 求 lim (于 一 arctan 4z ) om. 


, 多 一 arctan 472 0 
解 : 0 ( 洛 必 达 法 则 ) 
=lim er 二 x 二 十。 ( 抓 大 头 准则 ) 
例 11 求 lim zi (VzT2—2Vzfl+yz), 
分 析 : 本 题 中 含 根 式 , 先 对 根 式 进行 有 理化 处 理 . 
解 : I = limxi [CV/zT2— VrTFI) = YEFIVz)] 


-ip [| 


[ Vr— Vzi+2 | 
(Vz 于 2 十 Vz 于 IT)(CVz 于 1I 十 Vz) 


= lim 过 。 
工 > 十 co 


= lim =2 


和 
St | 
| es Pd ee 
二 十 co 学 1 | 2 
“(itm ti ) (Vt Hr) (WTHa/ te) 
5. 求 00 ,col ,1” 型 函数 极限 


思路 启迪 : 利用 对 数 恒等式 x 二 e"* 化 为 0。 oo 型 ,对 于 人 型 极限 ,一 般 有 
如 下 两 种 情形 ; : 
( 工 ) 设 lim Pe = lim g(x) 二 co0, 则 有 
JET AG) C1 $n ( 
= ene] 一 Emo (ln[1 Ef(r)] ~+ fz)) 
结论 : A 二 括号 中 1 后 的 函数 与 指数 军 乘 积 的 极限 . 
(I) 设 lim f(x)=1,lim S(Z) 一 57 则 有 
T= lim f(z)*® (1™) 水 过 89 从 杰 
一 ew SCz)lnLlHFCFz=1)] 一 Re 
a A 1 7 ee 
例 12 计算 下 列 极 限 ， 
GD) lim(1—sin 3T) ms (2) lim(cos JIE 


解 : 这 类 题 结 合 等 价 无 穷 小 代 换 可 事半功倍 . 


一 ]; < > 二 本 二 一 一 3 
(1) 属于 (了 了). A=lim( 一 sin 3x) > lim(—3zx) := 3, 故 I==e 

Be i jE! - 
(2) 属于 (了 ).A=lim(cos zr Dtay 人 ; 故 I 二 e 
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注 : 此 种 题 型 常 出 现在 填空 题 中 ,不 考查 解 题 步骤 ,利用 题 中 技巧 可 快速 \ 准 确 地 得 到 答案 . 
例 13 WT 


(1) lg (ET 二 多) 了 (2) lim (at) al 0 ay>0). 


> 十 co \C2 多 十 bz 
3 Fl i RY NE 
be RD 玖 Je 
(2) 题 中 含有 两 个 参数 dl sa2 , 需 讨论 
当 a <as 时 ,1 二 lim (全 ) =0; 当 a >as 时 J=ilim (全 ) 二 十 oo; 当 ai 一 a 时 ,极限 


属于 1 型 
We lim (#1)z= lim ‘4 — 0)z+h bb. th be 
IT 


妆 < 一 
tT b, 2 a» 


故 I 一 后. 

例 14 设 Fa 在 (0, 十 ca) 内 可 导 ,7(z)>05IHET(z) 一 1, 且 满足 li 人 一 
求 f(z). 

解 : 显然 ja [人 3 二 4 瑟 | 一 为 1 一 < 型 极限 ,所 以 有 


1 Th 1 1 rt) 之 
A= 方 = 二 | 人生 t: 计 = 井 去 TD ~ FD 
于 是 得 Ji 一 点, 两 边 积 分 得 Inf(z) 一 一 二 十 In C, 即 (zx) 二 Ce， 两边 取 zz 一 十 oo 时 的 极 


限 可 得 C= 二 1, 故 Fa 三 cr， 
此 1 
例 15 设 了 Cz) 连续 ,县 lim| 1+z 十 全 呈 ] 二 @, 求 fC0) PCO) 70) 及 lim| 1 十 三 | 


Ci ee [1+z+ 2 (x) 
分 析 : lm 十 zx 二 全 呈正 = i =0 


解 : 由 题 设 3 一 A 一 lim[ z 十 帮 2 | "二 一 lim 三 十 扩 习 .于 是 可 得 
limL zx 二 f(z)] = 0= limf(z) = 0>/(0) =0 
又 由 洛 必 达 法 则 可 得 
9 lim 2 Ce), lim[2z+ f(z)] = 0 limf’ (z) =0=>/(0) =0) 
继续 用 洛 必 达 法 则 可 得 
3 = lim 2 lim[2 + f°(z)] 三 = limf"(z) = M0) = 4 


易 知 lm| 1 十 上 型] 为 1" 型 ,所 以 
We= iam| 222]: lim £2 pi OD 
x*0 ev 不 0 27 二 二 和 2 pi 


, Cy 
故 lm| 1 十 万 | 一 
例 16 求 下 列 极限 : 
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12 
(了 limrlnGi 赴 z2] I 站 
解 : (1) 此 题 属 于 0° 型 未 定式 ,利用 对 数 恒 等 式 转换 . 
eee 2 ee 
EE ee Be EY 
lm 也 革 二 过 于 —lmz 
一 err — e023 me 0 =@ 三 1] 


(2) 此 题 属于 co? 型 未 定式 ,利用 对 数 恒 等 式 转换 . 


lini din(rtV TH ) lm 一 -一 
[=e = eV 一 en 一 1 


6. 求 0。 有 界 量 类 型 函数 极限 
思路 启迪 : 利用 无 穷 小 与 有 界 量 的 乘积 仍 为 无 穷 小 的 结论 . 
例 17 计算 下 列 极限 : 

(1) lim zsin 二 (2) i 


解 : (1) 当 二 >0 时 ,xz 是 无 穷 小 量 ， 


(2) lim rz 


TCOS I 


| , 故 lim Sin 圭一 0， 


sin 二 -二 


COS 工 
2 二 0, 且 |eos 工 | 志 1， 故 lim zs 二 2 十] 一 0. 


题 型 3 求 分 段 函数 在 分 界 点 的 极限 


思路 启迪 : 


例 18 设 


当 分 界 点 两 侧 的 函数 表达 式 相同 时 ,利用 定义 ; 当 分 界 点 两 侧 的 函数 
表达 式 不 相同 时 ,要 分 别 求 函 数 在 该 点 处 的 左 、 右 极限 , 车 左 、 右 极限 
相等 ; 则 极限 存在 ,否则 不 存在 , 即 若 f(x) 在 二 xo 的 两 侧 表达 式 不 


试问 a 为 何 值 时 ,limf (zx) 存在 . 


解 : 


fi (x) ,TX> To 
同 ,为 f(x) 二 -lie ; 诺 二 Zo; 则 lim fr(z)= I Hr i(z) 时 ,极限 在 
fez) ,rTo ES 
在 ,否则 不 存在 . 
a —a 
站 Ce Dd 
WO os dd, "Gael 
区 一 人 一 下 
lim7ca = lim A 一 
lim/(x) = lim rn 


ea pt Ve Fa Fay FT+]) 
0 (VBI—D DVetl+D (Vr ta FD 
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= im WFCHITD 2_ 1 
BV D0 


故 当 fi (0)= lim f(x)==f_ (0)= lim 了 f(z), 即 2 二 时 ,lim f(z) 存 在 . 
Ew0t 0 nm 工人 


题 型 4 极限 式 中 常数 的 确定 


思路 启迪 : 没有 固定 模式 , 需 观察 极限 式 ,结合 各 类 极限 的 求法 和 极限 的 运算 法 
则 进行 计算 . 如 果 是 分 式 极限 , 则 有 以 下 结论 : 


(1) 着 lim) 一 (为 常数 ), 且 lim g(x) 二 0, 则 lim f(x) 二 0. 


(2) 若 lim 大 光一 入 50( 池 澡 多 鸡 昌 HiaipeoEGOEE7 询 -im 部 ( 坊 E 
OES. 


例 19 已 知 lim (所 一 ex 二 6) 一 3, 求 常数 a,6 


解 : lim (= i 一 az 上 划一 lim 人 下 二 42 十 Hb 一 3, 由 抓 大 头 准则 可 得 1 一 4 一 0， 
0 一 4 一 3, 故 一 1 0 一 4. 


V1I+ 二 Fa 一 1 


例 20 已 知 lim 一 人, 且 c 关 0, 求 常数 a2, 使 得 当 r>0 时 ,Hz) 一 az 
解 : 由 极限 式 可 得 ,lim 二 /(z) 二 0, 故 当 z->0 时 /1 十 二 f(z) 一 1 一 去 f(z), 则 
1 
由 二 PrDl 4 了 fk 顽 
Ss 
Zr0 区 去 =0 z 


即 lim 太一 c, 当 z>0 时 ,f(z)~2ez' 散 4==2c1b==3. 


例 21 设 f(z) 是 多 项 式 , 且 lim 光一 2 一 lim £2 8, 录 f(z). 


解 : 由 Jim 区 屯 二 2 一 4 及 抓 大 头 准则 ,可 设 /Cz) 一 8z 十 8 十 az 十 6 又 lim 人 和 2 二 8, 则 


8 2 
limf (x) = 0>6 = 0, lim HD = lim + + er = 8Sa=8 


故 f(x) 二 8x 十 8z? 十 8z. 

例 22 设 函数 /(z) 在 z=0 的 某 邻 域内 有 一 二 阶 连续 导数 ， 上 且 了 (0) 关 0, 了 (0) 关 0, 若 
jim of BR) +bf 2) — £0) _ 0 
Pa] h 


试 确定 a,b 的 值 . 
解 : 由 已 知 ,有 lim 和 htb 《30 一 全 0 一 0, 而 lim h 一 0, 得 
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limLaf(h) +bf 2A) —f(0)1=0, 即 afC0) 十 5f(0) 一 f(0)==0 
由 于 f(0) 关 0, 于 是 
a+i+bl=0 (1) 
又 由 洛 必 达 法 则 得 
lim Ch) (2) =f(0》 lim 2f (#) 二 26f' 2h) 
h he0 1 


AD 
三 (0) 二 200) 三 0 
由 于 六 (0) 关 0, 于 是 | 
4 十 22 王 0 (2 
所 以 ,由 式 (1) 、 式 (2) 得 c 王 2,0 一 一 1. 


例 23 设 四 天 年 击 生计 -一 c(cz0)， 试 确定 vbvc 的 值 
0 


b t 
解 : 因为 c 关 0,1lim(az 十 sin z==0, 所 以 lim | lnG +2) gy, 三 0, 而 当 二 一 0 时 ,JP 十 妃 ) ,a 
0 “mr0J6 t t 
在 之 0, 所 以 0 三 0. 
aT azx Tt sinz a atcos 这 是 atcosz Case ddl 而 lim 二 训 着 册 a 这 
ye hot Oa 329 In(1l+zx’) 1 imz * a 


sr 


= l 


-要 ee A YE St 
二 lim rx cE 3' 故 a 1,6 0,c 7 


一 T 二 66Si 


一 1,c 一 lim 
让 


例 24 设 Fz) 在 (一 co, 十 ce) 内 可 导 ,lim lim f(z)=e, lim (2) =limLf(z)—/f(z—1)], 
” 试 确定 c 的 值 . 
解 : ln(S Ee 2 =lim lim (1 二 二) = ,由 于 7(z) 在 (一 co, 十 ce) 内 可 导 , 根 据 拉 格 朗 日 中 值 
定理 可 知 , 存 在 一 个 SE (z 一 1,z) ,使 
fz)— f(z—D)= f(8) 

| zco 时 ,6>co, 所 以 imy (9 一 e 即 limLAz) 一 ACz 一 1 一 e 因 此 ee —e>20c>1=> 
7 
例 25 ” 试 确 定常 数 A,B,C 的 值 ,使 得 er(1 十 Bz 十 Cz’) 二 1 十 Az 十 o(7x) ,其 中 ol(z’) 是 当 x> 
0 时 比 x? 高 阶 的 无 穷 小 . 


解 : 由 已 知 得 lim 二 B2 二 Ge) 一 A 一 1 一 0, 由 洛 必 这 法 则 得 


By 


CC 一 


Jiri (et Be A)tz(Bet2Ce) Cee (了 
0 32 
i (e+2Be +2Ce) +z(Be +4Ce) + Cr e = (2) 
xr*0 


由 式 (1) 得 
lim[(e 十 Be —A)+z(Be+2Ce) +Cr’e]= 1 十 了 一 和 三 0 (3) 
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由 式 (2) 得 
lim[ Ce” 十 2Be 十 2Cer) 十 zx(Be: 十 4Ce’) 十 Cre |] 二 1 十 2B 半 2C' 二 -0 
及 
lim(Be*+4Ce) = B 二 4C 二 0 
六 人 0 


将 式 (3) . 式 (4) . 式 (5) 联 立 , 可 和 解 得 A 二 3 ,六 二 包 ,C= 语 . 


1.4 数列 的 极限 


题 型 5 求 各 种 类 型 (co/co 型 1” 型 .co-co 型 ) 的 数列 极限 
1. 求 co/co 型 分 式 数列 的 极限 


思路 启迪 : (1) 若是 有 理 分 式 ,一 般 利用 抓 大 头 准则 ,分 子 、 分 母 同 除 以 区 的 最 


高 次 里 , 即 
和， 天 一 殉 


Co 这 十 Ci 1 十。 "an tax bo 


er 人 交 


ey A>m 


即 求 n>co 的 极限 时 , 抓 住 起 决定 性 作用 的 的 最 高 次 竹 的 项 ,而 把 


其 余 的 项 略 掉 . 


(2) 若 分 子 、 分 母 含 根 号 ,直接 利用 (1) 的 结论 ,或 观察 得 出 分 子 、 分 
母 中 丸 的 最 高 次 备 , 然 后 分 子 .分 母 同 除 以 它 ,利用 lim 去 二 0Ck 之 0) 


计算 极限 , 


(3) 若 分 子 \ 分 母 包含 以 元 为 指数 的 项 , 则 二 般 分 子 、 分 母 同 除 以 底 
数 绝对 值 最 大 的 那 一 项 (也 就 是 起 决定 作用 的 那 一 项 ), 利 用 lim "二 


0(|pl 二 DD 来 计算 极限 . 


例 26 计算 下 列 数列 极限 : 
Ge 373 十 10n 十 8 人 
me (2n+1)(6n: —1) lim 3 — Se 
解 : (1) 分 子 中 最 高 次 宕 为 到 ,系数 为 3, 分母 中 最 高 次 寒 也 为 字 ，, 系 数 为 12, 故 


i a oth -ESE 
"~ (2n1)(6m—1) 12 4 


| te 
(2) er (因为 lim( 羡 ) =0) 


(2) lim 
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yl mn 
例 SF 设 lim 一 (nn 二 1 2 006, 求 ay 有 的 值 . 


解 : 由 题 设 可 得 
。 7 区 
yy 
n 


nl A we natl 


= lim = jim 
“1 一 [1 一 二 +o( 汪 | ke 
L, 当 a 一 B 十 1<0 时 ,1->0. 攻 a 一 8 十 1=0， 


一 和 一 一 


于 是 , 当 a-Bt1>0 时 ,I>co; 当 a-Bt1=0 时 ,I 

2 006, 解 之 可 得 a 一 一 900 ,一 6: 

2. 求 1” 型 数列 极限 

思路 启迪 : 一 般 通 过 变形 为 lim (1 十 二 ) 一 e 的 形式 ,然后 利用 它 的 结论 或 令 n 三 
zx, 求 出 形式 相同 的 函数 的 极限 , 即 得 数列 的 极限 ， 


一 


B 


例 28 计算 下 列 极限 : 
(1) lim(1 十 吉本) (2) lim (nsin 3 ) . 
二 


3 Ne 1 
ky -| | 
3 


(2) 令 ?>z, 则 


i Ws eg, 
所 以 lim (zsin iy 二 e 书 , 故 lim (nsin 二 e- 性 , 
3. 求 co-co 型 数列 极限 
思路 启迪 : 一 般 利用 根 式 有 理化 或 通 分 化 为 过 型 .， 
例 29 求 极限 : lim(Vn 干 2 一 Vn 十 1). 
解 : incrT aT) lm TT ED AE VEE) 


. 1 
em 
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思路 启迪 ; 方法 1 利用 极限 定义 求解 (考研 一 般 不 考 ) 或 单调 有 界 数列 必 有 极 
限定 理 ( 一 般 用 单调 上 升 有 上 界 数 列 必 有 极限 ;单调 下 降 有 下 界 数列 
必 有 极限 ) 证 明 . 
数列 {x} 单调 性 的 证 明 方法 如 下 : 
(1) 数学 归纳 法 或 不 等 式 放 缩 法 ; 
(2) 差 值 法 : zx, 一 x,_1 宇 0( 或 志 0), 则 {xz}) 单 增 ( 或 单 减 ); 
(3) 比值 法 : = > 之 1( 或 <1), 则 {xz}) 单 增 (或 单 减 ); 


(4) 写 出 总 表 委 交 汪 了 耐 大庆 5(a) 半 出 导 曾 上 9 (XT), 车 gg (z)> 
0( 或 二 0), 则 {za) 单 增 ( 或 单 减 ). 

解 题 程序 如 下 : 

(1) 用 数学 归纳 法 或 差 值 法 、 比 值 法 和 对 应 函数 法 证 明 {z,) 单 调 有 
界 , 从 而 得 出 lim zx， 存在 , 设 lim xz, 一 1; 


(2) 在 六 表达 式 的 两 边 求 2>c<e 时 的 极限 ,得 出 关于 /的 方程 , 解 出 
2 即 得 lim zz. 


方法 2 利用 级 数 收 全 的 必要 条 件 : 着 > av 收 敏 , 则 lim 一 0. 此 
法 适用 于 数列 通 项 a 中 使 n! 或 a”,m" 的 情形 . 


例 30 设 zl==10,zn1 二 V6 十 zn 二 1,2,…'), 求 lim x,. 


解 : 由 zi 二 10,zx; 二 V6 十 zi 一 4, 可 知 Zi 过 Ta 设 灰 盖 2 癌 则 元 直 下 ji 确 寺 志 闪 6 于 去 生生 
Zetzs 于 是 由 数学 归纳 法 可 知 ,对 一 切 自 然 数 n, 有 六 之 z+* 即 (六 ;单调 减少 . 

又 由 题 设 可 知 已 过 0 二 1;2…… 即 {z2,} 有 下 界 , 故 由 {z， 音调 减 少 有 下 界 必 有 极限 可 知 lm 元 
存在 . 

令 lim zn 二 4 在 zn+1 二 V6 十 zx, 两 边 取 noo 时 的 极限 ;得 


1= V6 十 7， 解 之 得 1 = 3， 7 三 一 2( 舍 去 ) 
故 lim xz, 二 3. 


例 31 设 0<z1<3,zrn 王 Vzn(3 一 7T,) (n 王 1,2,……), 求 lim zx 
解 ; 0 二 xi 壹 3, 二 NE ES +(3 一 1)] 一 闻 ; 设 当 >1 时 ,0 友和 交 , 则 
0 < Zai => VTS 元 3 (3—z)] em 3 


可 知 0< 翅 < , 即 数列 {z,) 有 界 . 
又 当 n 二 1 时 ,有 
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,人 


(3 一 过) 一 好 Tn (3 — 27x,) 3 
A Ms 因 鸭 工 和 
MTal3 Oo x) a3 TT) oir 2 


所 以 数列 (zj 单调 增加 . 故 由 单调 有 界 数列 定理 可 知 limz, 存在 , 令 lim z=, 在 zn = 
V03 一 友 ) 两 边 取 n>oo 时 的 极限 得 
= VS 二 万， ， 解 之 筛 120( 合 去 1 了 


故 lim zx, 一 了 . 
注 : 本 题 中 {z} 的 单调 性 还 可 用 对 应 函数 法 证 明 ， 

令 g(x) 二 VT3—z) ,0<z<3 , 则 yg'(z)= 
数列 {z } 单 调 增加 . 
例 32 设 石 三 1,z 三 


解 : 令 FaD)= 三 全 = 下 下 本 cz>0)， , 则 六 (xz) 二 二 二 全 坟 0 所 以 fz) 单调 减少 ,可 知 数 


列 {z} 单 调 减少 , 
又 lin lim 1 f(T)= lim 二 十] 之 


0， ;所 以 g(z) 单 调 增 加 ,于 是 


ZN 一 ES 5 
本 a (n= Ts 2 ), 求 lim zz， 


二 二 1, 可 知 数列 {z,) 有 下 界 . 


综 上 可 知 ,lim z, 存在 , 设 lim zx, 一 1, 于 是 /一 lim z, 一 lim 轨 二 十] 一 什 半 , 即 


= 中 3， 和 解 之 得 1 二 V3 ,1 二 一 V3( 舍 去 》 


故 lim zx 二 V3. 
例 33 Ni 
解 : 令 届 二 二, 作 级 数 台 a 因为 


Git 


. (el dO 
de 3 


所 以 2 收敛 , 故 lim a 二 0, 即 lim sz a 


"nl 


题 型 7 数列 "项 和 35, 一 > a, 当 neo 时 的 极限 


思路 启迪 ; (1) 利用 特殊 级 数 求 和 法 ; 
(2) 利用 夹 遥 定理 ; 
(3) 利用 定 积 分 定义 . 可 用 定 积 分 定义 计算 的 条 件 : 


每 项 提出 一 ?或 二 后 ,mn 项 和 可 写成 > f|etie=2 | 或 3 
的 形式 . 


第 工 章 ， 波 陋 和 连续 
例 34 求 下 列 极限 : 


1 
(1) lim(1+T 二 + 了 二 z+" rs 
lim(m tat ta) 
1 
a: 所 
0 lin (7 Vn 二 2 7 


L 1 1 
(2) 1 = in Ee 十 … 十 。 一 
noo i Sot MEN n 
-3 人 | 
。 忌 1 J x 
= lim es dz = arct 二 地 
ey n | arctan z| 4 
(3) Ltn 1 
Vn 二 +n V2 二 1 7 十 7 Vn 二] 
I=lim),,=1. 


(4) 关注 下 二 到 二 = 中 3 6 a , 则 


nn | < 
A 


lim 


在 月 1 
各 二 22 "lmh < lim > 3: i 


Sg 


| 让; 
又 Da :22=| 3dz= 它 3 |. 记 "所 以 lim 1 一 a 
例 35 求 下 列 极 限 : 


.。 1 十 22 十 .十 722 
人 本 一 和 


(p>1); 
(2) lim (cos os 六 十 cos s 十 Se s CD )， 
解 : (1) I = lim (Et =|z ue = be 


p 


说 1, 故 由 夹 通 定 理 得 


19 


20 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


人 二 兵 3 人 YA 2 
(2) 令 5S, x (cos 人 )=22e0s 一元. 区;S, 可 看 作 


二 cos z 在 | ,到 | 上 的 积分 和 式 ， 且 


& = 2 Ry i § = Sl, Azi 一 下 (2 
i=1 好 n 


于 是 


B= =2| cos zdz = 28in z|, 二 泡 


1 1 
2 eit | 
例 36 求 极限 lim| 十 GET (rr 二 +1)* J 


解 : 凡 每 一 项 提出 二 后 ,> 项 和 不 能 写成 > /(&), 但 各 项 具有 单调 性 ,此 时 可 考虑 用 夹 通 定 
理 做 . 


A 三 于 za) 一 一 二 InGr 十 1)， 两 边 对 工 求 导 得 
i 


fe ten [td p> ol -Sr]- 
所 以 f(z) 单 调 递 增 , 从 而 有 


n 1 1 1 n 
人 
ntl ~ntl (w+ (mr 十 DD* Gv 二 1) 
Ds 
lim 一 = 1， im 二 = lim 一 天 
7 到 


| 
lim aH ent i 
题 型 8 nn 个 因子 乘积 , 当 n->co 时 的 极限 


思路 启迪 : (1) 分 子 、 分 母 同 乘 以 一 个 因子 ,使 之 发 生 和 连锁 变化 ; 
(2) 将 通 项 分 解 成 两 个 因子 ,去 掉 各 个 括号 , 约 掉 中 间 因 子 , 只 留 
首尾 ; 
(3) 利用 夹带 定理 ; 
(4) 利用 对 数 恒等式 N= 二 emN, 北 个 因子 乘积 为 nn 项 和 的 形式 . 


例 37 求 下 列 极限 ; 
0 GI |RLN nt) (TT 


(2) hn(t CP 
和 2 


(3) 求 lim + 。 ssl(2n) 
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(4) 求 lim (nt) 
解 : (1) =lim DT Ut) (12) 
、 ee 1 多 


上 (1—2 人 0rd) 
二 lim 一 人 一 一 一 一 一 


od = 
-0 
i 1—z 和 € 
= 
(2) 1 有 2 hk? k Ca 本 氏 
-ed dr A/ 2s. tl ea enet 
= lim(3 > jG 站) (SS eeY lm * 2 


(3) 1 。 3<2?,3» 5<4,5° 7<6,., (2n—1) (2nt+1) 过 (2n)》?, 则 
1%3 0 5 0 (n= In 1 2 4 6 eo C2n)’ 


两 边 开 方 得 
le3°5°e%s (2n—1)V2atl1 2 4. 6 (2n) 
1。3。5。…v。*(27 一 1) 1 A 5 
即 0~ 2。4。6。…v。(27) 一 0 ( 当 n 时 ) 
所 以 极限 I 二 0. 


0 (让 ) Cit). XH ] 间 二 Cs) 
例 38 求 下 列 数列 极限 : 


De[(+) (+t) (DT 
(2) 设 f(D 在 [0,1] 上 连续 , 且 f(z)>0, 求 ln/f (二 灯 ( 三 )…7(2 二 )7GD， 


(3) 设 对 区 间 [a,6]n 等 分 ,每 点 为 a 二 之 21 过 zy 二 之 zx, 一 b, Az 二 疆 2 
lim Tie . 


a InGl-Hze)dz =— eln 8 一 2 十 过 


, 求 


解 : (1) I 二 db YG Warnsd Lt CH 一 = elinatDdr 三 En2-1 
(2) I= tI) + -+Inf() ] SC na 
CE lim (nz +In zy tt ln,) i 


由 题 设 一 a 十 iAz 二 ao 二 4, 于 是 


lim SL art J 不. 血 忆 n[ <- 富 
一 1 = 一 


J 


in zdz [bin sat 1 /后 
一 etree 一 ea na—(ba)] = (3) 
€ ‘a 
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1.5 函数 的 连续 性 


题 型 9 函数 连续 性 的 讨论 
思路 启迪 : (1) 若 函 数 f(x) 在 z= 二 zo 的 两 侧 表 达 式 不 相同 , 则 F(z) 在 z 一 zo 处 
连续 的 充 要 条 件 为 lim f(x) 二 lim f(x) 二 f(zo); 
元 TU 


(2) 著 函 数 f(z) 在 二 zo 的 两 侧 为 同一 表达 式 , 则 f(z) 在 zz 二 zxo 处 
连续 的 充 要 条 件 为 lim f(x) = f(z0); 


(3) 车 函 数 中 含 绝对 值 符号 ,一 般 先 去 掉 绝对 值 符 号 ,将 函数 改写 成 
分 段 函数 ,再 讨论 函数 在 分 段 点 的 连续 性 ; 

(4) 基本 初等 函数 在 其 定义 域 是 连续 的 ,而 初等 函数 在 其 定义 区 间 
内 是 连续 的 . 


SI 工 zr#0 


例 39 讨论 函数 f(z) -i 在 z=0 的 连续 性 . 
:上 并 一 0 
解 : 函数 中 含 绝对 值 号 ,去 掉 绝对 值 号 ,函数 为 


Sin 工 
办 
I 


f(x) 一 人 1， 工 一 0 


sin x 
-一 一 ， | 


limf(#) = lim (— <)=—1 


lim f(z) = 二 关 二 六 FooE 1 
Tx»0 


所 以 lim zz) 天 lim f(z), lim f(z)=f(0) , 故 函数 f(z) 在 z==0 处 不 连续 , 仅 右 连续 . 


sin 4r ed 

例 40 设 函 数 pe 工 ; 求 k 的 值 ,使 f(x) 在 其 定义 区 间 内 连续 . 
(ZE 0 

解 : 当 z<0 或 过 >0 时 ,函数 f(z) 是 初等 函数 ;是 连续 的 ,又 


sin 4 工 
工 


sin4z .4 一 4 


lim f(x) = lim = lim 
>0 TO 而 


lim f(x) = Hz 十 内: 三 感 ， 7k9) = 
zs0t 0 
车 函数 f(z) 要 在 z==0 处 连续 ,必须 满足 lim f(z) 二 lim f(z) 二 1(0), 即 4 二 久 , 故 k 二 士 2 时 ， 
Te Te0 


函数 f(z) 在 其 定义 区 间 内 连续 . 
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cos 2T— coOsz 
3 
例 41 设 Fz) =44， 二 0 处 处 连续 , 试 确定 A,B 的 值 
sin z+B| ed 
i 
解 : 由 题 设 , 有 f- (0)= 二 (0) 二 (0) 二 A,; 而 


» (COST O00 vn —2sin Zc sn 
Hn 


w= 


Te A 
n lim 2 


3 证 ze0 2 r=0 
a 一 
sin 工 十 B| e+ di 
xz-0t 区 


则 2 1 十 B= 二 A, 故 A 5°B 2 


2 
= lim 于 本 六 


题 型 10 确定 函数 的 间断 点 及 其 类 型 


思路 启迪 : 确定 函数 的 间断 点 ,可 按 以 下 步骤 进行 : 
(1) 找 出 f(z) 的 定义 域 ; 车 在 工 二 zo 无 定义 ， 和 二 zo 为 间断 点 ;车 
有 定义 ,再 检验 下 一 步 . 
(2) 检查 zx 二 zw 是 和 否 为 初等 函数 定义 区 间 内 的 点 ,若是 , 则 芝 二 矶 为 
刀 z) 的 连续 点 ,否则 看 lim f(x) 是 否 存在 . 车 lim f(x) 不 存在 , 则 0 为 


f(z) 的 间断 点 ; 闫 in (加 在 在 ， 则 再 检查 下 一 
(3) 着 lim7z) 一 三 光 C2 动 5 天 Zo 为 f(ZX) 的 连续 点 ;车 不 相等 ， 则 * Zo 为 


间断 点 . 
C4) 最 后 根据 定义 ,判断 闻 断 点 的 类 型 . 


例 42 求 f(z) 一 -3 里 宇 上 -3 的 间断 点 ,并 判断 类 再 
解 :, 首 先 找 出 使 (Zz) 无 定义 的 点 :x 二 0,x 二 一 3,;z 址 1. 又 


二 
ln/ ~ im a 
0 全 
下 型 
lnz 0 a 二 
limf(z) = lim zz 十 27 一 了 二 二 5 on 
> ES 
la) I a 


故 由 以 上 可 知 ,z 二 0,z== 一 3 是 f(z) 的 第 一 类 间断 点 ， Zz 三 1 是 f(z) 的 第 一 类 间断 点 . 
注 : 设 zx 一 2zo 为 函数 f(x) 的 间断 点 ;那么 

(1) 若 广 Czo), 广 (Czo) 均 存在 , 则 称 z=z 为 函数 f(z) 的 第 一 类 间断 点 . 

叉车 广 (zm) 三 请 (z) 天 Fazo), 则 称 z= 一 azo 为 函数 f(x) 的 可 去 间断 点 ; 
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若 广 (Czo) 天 户 (Czo), 则 称 zz 为 函数 f(z) 的 跳跃 间断 点 . 

(2) 若 f- (zo) ,fi (zo) 有 一 个 不 存在 , 则 称 z 一 zo 为 函数 fz) 的 第 三 类 间断 点 . 
例 43 设 函 数 f(2)— sin 工 ; 则 f(z)( » 

(A) 有 1 个 可 去 间断 点 ,1 个 跳跃 间断 点 

(B) 有 1 个 跳跃 间断 点 ,1 个 无 穷 间 断 点 


(C) 有 2 个 无 穷 间断 点 
(D) 有 2 个 跳 牙 间断 点 


解 : F(z) 一 世 本 sinz 在 z= 一 0,Z 一 1 无 定义 ,而 


limf (zx) = lim lim LS lsin 工 一 0 


所 以 z=0 为 可 去 间断 点 ; 


g ee 1 一 岂 | 访 要 Er 
limfz) lim | sin 工 LT 二 1 sim 
lim TE=1Tsinz — sin1, a 2 sin 2 = sin 1 


所 以 z=1 为 跳跃 间断 点 , 故 选 (A). 
例 44， 函 数 1D 二 全 和 在 [一 x, 划 上 的 第 一 类 辣 断 点 是 ( 


CA) 0 (B) 1 CC 王公 (D) 


解 : 函数 在 z=0,z 一 1,z 一 士 -7 均 无 定义 ,而 


1 二 lta le 

x-0t tt Ce 一 蕊 》 0 Ce = ey e 
hay) = lm (e+e HN ee Cee)tams 
工 w1 三 > rx(er == © x 工 * 士 各 亲疏: = 一季》 


所 以 z 一 0 为 函数 f(z) 的 第 一 类 间断 点 , 故 应 选 (A). 
例 45 设 本 数 FCr,y) 一 ( 吉 开 )”, 且 (1 一 ) (22 十 D>0,3 一 221f(2) = Jini F(z, 
求 A(z) 的 连续 区 间 、 间 断 点 及 间断 点 处 的 左右 极限 . 


解 : fe i (A) (A 
LetH sp 


使 f(z) 无 定义 的 点 是 使 2z 十 1==0 的 点 * 即 为 z 一 一 广 . 因此 f(z) 的 连续 区 间 为 
1 1 
oa) (i 
z= 一 去 为 /(z) 的 间断 点 , 且 
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lim f(z) = lim ez = 0, lim f(x) = line 一 十 bc 
1.6 杂 恒 
题 型 11 从 含有 f(x) 及 limf(x) 的 方程 中 求解 f(x) | Sb a 


思路 启迪 : 要 想到 lim /(z) 是 常数 , 令 lim 了 (Cz) 一 4 代入 方程, 然后 对 方程 的 两 
边 求 z>zo 的 极限 ,得 出 7, 再 将 1 代入 方程 , 即 得 f(z). 


例 46 设 limf(z) 存 在 , 且 满 足 f(z) 一 5z' 十 37* 一 x7<limf(z), 求 flz). 
解 : 令 limf(z) 二 1, 代 入 方程 可 得 f(z) 二 5z* 十 3z 一 x724 ,两 边 求 z>1 时 的 极限 ,得 
1= limf(z) = lim(5z’ + 3z — rl) 
= 5+3~Wlim Z 广 
= 8 一 Llim[1+ (z 一 DD] 记 
二 8 一 1er 
解 之 得 1 二 了 于, 将 /代入 方程 可 得 fz) 二 5z? 十 3z? 一 


le 
注 : 与 该 题 型 类 似 ,如 将 lim 7(z) 改 为 | f(z)dz, 上 f(z,y) dzdy, 有 如 下 变 式 : 
0 . D 


【 变 式 1】 含有 /(z) 及 | f(z)dz 的 方程 ,f(z) 的 求解 


思路 启迪 : 要 想到 |/(z)dz 是 常数 , 令 | f(z)dz 二 1 ,代入 方程 ,然后 方程 的 机 
这 在 Le,p] 上 对 并 积分 ,得 出 1 再 将 /代入 方程 ， 即 得 Cw» 


例 47 设 f(z) 在 [一 x,xn] 上 连续 ,是 满足 f(x) 二 二 f(z)sin zdz, 求 f(x). 


CE 
1 十 cos: 元 
解 : 设 | f(z)sin zdz 一 1 则 Fz) 王 一 一 一 一 十 2, 两 边 同 乘 以 sin zs 然后 在 [一 xx] 上 对 


积分 ,得 


TT 工 


ie] f(z)sin zxdz = [ Tt sin zdz 


_zsinz sin xz 
= 二 i ~ 0 人 


至 7 
=— 2xarctan(cos xz) | Sy 
0 
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注 : 本 题 利用 了 以 下 两 点 , 即 


(1) 奇偶 积分 的 性 质 : | ”sin zdz 一 0,| ”jsins -dz 一 引 


x 


Sin 工 de 
0 1 工 十 coszz 


(2) 结论 | zycsin Zz)dz = | flsin zx)dz. 
1 
例 喇 设 扩 D 三 3 站 g( 因 一 | ,f(D dzsg (0) = 4 f(z) +2| ga)dz RS 


解 : 设 | f(z)dz = “| gCz)dz 一 吉 , 代 入 方程 可 得 


[2 =3z 二 g(xz)—! 
g(r) = dx FE +2m 
上 述 两 个 方程 的 两 边 在 [0,1]. 上 对 积分 ,得 


ly 
. 三 一 157 一 一 3 
(pe 解 之 得 1 


f() = Hr 一 也 
故 


g(ZX)=47z— f(z)—6 7 


E(Z) 一 一 了 x? 十 2z 一 站 


二 3 十 人 
bb LCT) 9 
2 


【 变 式 2】 含有 fe WR drdy 的 方程 , f(z,y) 的 求解 


思路 启迪 : 要 起 到 | /cz,>)dzdy 是 常数 ， $sardy ~ 代入 务 程 ,然后 
方 各 的 机 在 区 城 D 上 对 工 ,y 积分 ,得 出 /再 将 1 代入 方程 取得 
Fr 
例 49 设 也 是 由 y 式 ,5 一 1 及 三 轴 所 图 成 的 区 域 ,1(x,y) 在 D 上 连续 , 且 
fees = ot) eaedy 
Ry). 
解 : 令 | 7Ga,ydzdy 一 2 则 f(z,y) 二 zy 十 4， 两 边 在 区 域 品 上 对 zsy 积分 ,得 
l= Je dzdy 一 [zyazay 了 中 dz 
Te 
解 之 得 /二 言 故 flzsy)= 二 zy 十 寺 . 
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题 型 12 当 x>0 时 , 求 含 有 t ,arctan 


思路 启迪 : 要 分 别 求 z>0+ 和 z->0~ 时 的 左 、 右 极限 , 当 左 、 右 极限 相等 时 ,极限 
存在 ,否则 不 存在 . 


,arccot ,|x | 的 极限 


2 十 ez | sin z). 


例 50 求 极限 lim (了 七 i 


2 十 Sia 
解 : 令 f(x) 二 tal 7 于 是 


广 (0) 一 条 天 zj) = tim (T= 
0 0 1 


. .12 士 es | sn) > 
Ai 二 的 太一 le 3 ot 


2 于 ez 和 赤 甘 =)=1 


|z| 


故 lm 人 (1 二 


六 1 
es arctan 一 
元 


例 51 求 极限 lm 一 3 


Wy 1 
earctan 一 
br 


“A fF)=—— 
解 : 令 f(z 1 斗 苹 天 
1 1 
erarctan 一 
~ (0) = limf(z) = lim 一 一- 
f Df Te0 1 十 ez 
= limes arctan 二 三 (无 穷 小 与 有 界 数 之 积 为 无 穷 小 》 
Te0 
和 1 
er arctan 一 
.07 = GOI in 
f 2 1 
= lim 。 en 二 0 (无 穷 小 与 有 界 数 之 积 为 无 穷 小 ) 
0 | 1 
加 
erarctan 一 
lim 一 一 二 一 0. 
= 


注 : 类 似 地 , 当 rco 时 ,有 如 下 变 式 . 
【 变 式 1 当 盖 >ce 时 ,极限 式 中 含有 全 ,arctan zx,arccot zy|z|. 要 分 别 求 zx-> 十 SO 和 zx 一 2 
时 的 左右 极限 , 当 左 、 右 极限 相等 时 ,极限 存在 ,否则 不 存在 . 


例 52 求 极限 lim els orctan TD 
解 : 令 /x)= earctan >* 则 
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lim f(z) 一 


2 
不 4 

lim f(x) = lim 1 二 2 arctan x 一 (一 2)。 (一 至 )= nT 
故 lim Hesl rctan z=x. 


题 型 13 含 f(x+a) 一 f(x) 的 非 0 型 极限 式 且 (x) 可 导 


思路 启迪 : 利用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 处 理 , 即 有 
flria)—f(r)=af (8), ZEECz 二 ax 


例 53 求 下 列 极限 : 
(1) lim (sin VZ 干 1 一 sinVz); 


(2) lim Zz [ln arctan(Z 十 1) 一 ln arctan z|. 


解 : (1) 令 f(#) 二 sinyt ,显然 , 当 z>0 时 ,7 在 Lz,z 十 1] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 ， 
于 是 有 


ME bs A 
0 


即 


sin VZz 十 1 一 sinVz = cos/é 。 XE 


a 
2/E 


故 原 极限 = lim cos VE 。 py 


(2) 令 f(D)==In arctan t; 显 然 , 当 zx 二 0 时 ,f(D 在 [z,z 十 1] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 
条 件 , 于 是 有 
A = f (8 


(zs 
即 、 
< = 
ln arctan( 工 十 1) ln arctan 工 一 etan 可 < 7 二 和 < 二 元 十 1 
一 ]; 5 . 3 
故 原 极限 二 lim sictan Le 
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2.1 导数 和 微分 的 概念 


1. 导数 的 概念 
(1) 概念 
一 ;]i A 和 (zo AX) 一 (zo) 
A A Az 一 A (1) 
令 zo 十 Az= 二 zx; 则 
(BS (0) = in A 本 
| 0 


(Df (zo) = lim + Le) 证 


设 PCz) 一 0, 则 i AS 和 

(2) 几何 意义 

函数 y= 二 f(z) 在 点 xo 处 的 导数 广 (zu) ,表示 曲线 y= 二 f(z) 在 
点 M(xo ,yw) 处 的 切线 的 斜率 tan a, 即 f (zo) 二 tan a. 几何 意义 
如 图 2- 1 所 示 。 

@ 当 了 (zo) 存 在 时 ,曲线 y 三 A(z) 在 点 M(xzo ,yo) 处 的 切线 
MT 的 方程 为 

y— = f (zo) (x— x0) 

四 当 了 (xo) 关 0 时 ,曲线 y= f(z) 在 点 M(zo,w) 处 的 法 线 

MAN 的 方程 为 


2) 
二; 当 了 (zo) 二 0; 曲 线 yy 三 A(z) 在 点 M(zo ;Yo ) 处 的 法 线 方程 为 和 
2. 左右 导数 
左 导数 : je Ks ne A A we f(r)— f(ro) 


XX 一 wo 


zx， 


有 导数 ， /z= iin es 一 Kao- 一 ea 


2D 
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3. 微分 
设 函 数 ?一 六 rz) 对 工 可 导 , 则 f(z)dz 称 为 y 二 f(z) 的 微分 , 记 为 dy 或 df(xz), 即 dy== 


df(z)=f Cz) d= ,i 可 见 ; 导 数 二 亢 数 微分 / 自 变量 微分 ， 因此 ,导数 也 称 微 商 . 


2. 2 一 导数 公式 和 运算 法 则 


1. 常用 的 导数 公式 
(1) c 二 0(c 为 常数 ); 


(2) (z) 一 cz la 为 实数 ), 常 用 (去 ) 一 一 玄 ,(Wz) 一 也 ; 
T 


(3) (a7)’ 二 arln cy 特别 (er) = 二; 


(4) (log, xz) 一 -了 (a>0 且 a 关 1), 特 别 (ln zx)' 二 士 ; 


(5) (sin z) 一 cos zi (6) (cos z) 一 一 sin x; 
(7) (tan z) 一 sec2z; (8) (cot z) 一 一 csc2z; 
(9) (sec x) =sec ztan z; (10) (esc zx) 一 一 csc zcot zs 
/ 1 / 1 
(11) (arcsin z) = ; (12) (arccos zx) 一 一 
V I= Wl—x’ 
A 1 A 1 
(13) (arctan Zz) Te (14) (arccot z) re 


记 住 的 穿 门 :凡是 正弦、 正切” 的 导数 的 符号 都 为 正 ; 凡 是 “余弦 、 余 切 ? 的 导数 的 符号 都 
为 负 . 
2. 导数 和 微分 的 运算 法 则 
设 函 数 妈 二 u(z) ,wv 二 v(x) 均 可 导 , 则 有 如 下 运算 关系 ,如 表 2 一 1 所 列 . 
表 2-1 


导数 的 运算 法 则 微分 的 运算 法 则 


(2) (wv) 二 wy 十 uv; 特别 (cu) 二 cu (ec 为 常数 ) | (2) dww)= 二 wdu 十 udv, 特 别 dCicu) 二 cdulc 为 常数 ) 


)= 于 = 竺 


(3) (全 人 一 (v0) C3) d( 兰 = (v0) 
VU Uz J 


ma( 革 )= -党 


(4) (三 ) = 一 名 (e 为 常数 ) 


3. 常用 函数 的 n 阶 导数 公式 

(1) (x2) 中 二 g(a 一 1 (& 一 2)"(a 一 n 十 1)z 了 ,特别 当 mm 为 正 整 数 时 ,有 
mm DRMm—n+D a", nm 
2 nm 
(2) (5) T=a(n a)*(a>0 a1) ,特别 (e9) 吧 一 时; 


= 
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OY [sl td) m2) Co Dae 
‘(azxtb)” (azt bb) 


CR A oe n—] Cr 二 
(0) [lnCaztDIm= Ds 


(5) [sin(aztb)]™ =a"sin(aztbtn 。 全 


(天 0); 


[cosCaz 十 六 ]m 一 arcos( az 二 OH 到) 
(6) 菜 布 尼 兹 公式 : 若 xz),o(z) 均 元 阶 可 导 , 则 
(uz) 一 Dues 9 
其 中 ,wu 一 xz 一 罗 一 般 多 项 式 选 作 飞 


2.3 重要 定理 


定理 1 一 元 函数 可 导 必 连续, 妈 设 函数 y= 二 f(z) 在 zo 处 可 导 , 则 f(x) 在 xo 处 连续 ;反之 不 
真 , 即 连续 未 必 可 导 . 

定理 2 (zo) 存 在 全 fF_ (zo 二 (x0》， 

定理 3 f(x) 可 微 仿 f(z) 可 导 . 

定理 4 设 函 数 y= 二 f(z) 单 调 可 导 , 目 六 (z) 汉 0; 则 其 反 函 数 z 二 yl(y) 单 调 可 导 ; 且 有 


| 
dy 3 (y) 直 FD 
即 函数 与 其 反 函 数 的 导 函 数 互 为 倒数 . 
定理 5 一 阶 微分 形式 不 变性 . 设 y 二 f(w) ,xu 二 g(xz); 且 它们 都 可 微 , 则 
dy 三 f (wo (rz)dzr = f Gdu 
不 论 是 自 变量 还 是 中 间 变 量 ,函数 的 微分 形式 都 是 相同 的 . 我 们 称 这 一 性 质 为 函数 的 一 
阶 微分 形式 不 变性 . 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
2.4 与 导数 定义 和 性 质 有 关 的 命题 


题 型 14 ” 求 含 有 抽 条 函数 的 上 0 型 极限 


思路 启迪 : 如 果 lim (一 0 pap yh ,一般 利用 导数 的 


宇 汉 有 有 
We fla+u(z)]— fa) 三 a) 


工 -0 uw (x) 
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但 需 注 意 条 件 是 lim uz) 二 0. 车 lim uz) 二 0+ (或 0 ), 则 不 能 用 该 
方法 ,因为 此 时 lim 帮 9 寺 的 各 | 一人 2 = Co) 未 尖 成 立 ， 


例 1 设 PCzo) 存 在 , 求 极限 lim 人 人 元 六 = Czo 十 3Az) 
Ar Arz 
解 : 要 让 Zr 一 2 人 人 二 站 3A2) 
Ar=0 


Az 
_ Fa 一 24z) 一 Fazo ,or i 本 十 3Az) 一 za)  。 
a 


注 : 若 没有 告知 六 (zo) 存 在 , 则 lim 六 于 一人 个 开 一 A 一/(z) 不 一 定 正确 . 例如 :函数 


y 二 f(x) 二 |z| 在 z=0 处 不 可 导 , 但 
AO EA) AZ TAI 三 Ac : 
lim 7 = hn ==0 


Ar™0 
例 2 设 了 (0)==0, 则 f(z) 在 点 z==0 可 导 的 充 要 条 件 为 ( 汗 
(A) lim 走 f(1 一 cos 由 存在 (B) lim Ff (1 ~) 
(C) tim 去 (hsin 有) 存在 CD) lim BCAC2R) fh)] 


解 :(A),(C) 项 极限 式 的 分 母 均 为 尼 ; 而 lim 好 二 01+ ,所 以 由 思路 启迪 中 的 分 析 , 可 排除 
(A) (OO). 


15 Xe0 


对 于 (D) 项 , 令 f(z) 一 | ”“, 则 f(z) 在 点 一 0 处 不 可 导 ,但 下 式 存在 , 即 


要 4 I Tot Bs 
lim 7 [Lf(2h) f(h)] = lim 一 0 


故 选 (C). 
例 3 设 F(z) 为 可 导 的 偶 函 数 ; 且 jin 2 二 人 2 一 2 求 曲线 > 一/(z) 在 z 一 一 1 处 的 法 
线 斜 率 . 
解 : 由 题 设 可 知 f( 一 2 二 f(x); 则 三 扩 ( 一 x) 二 f(z). 
又 由 2 一 im 人 二 2 人 “(一 2) 二 一 2 (DD 得 f(D)= 一 1, 于 是 了 (一 D= 一 f(D=1. 

故 曲线 y 一 f(z) 在 zx 二 一 1 处 的 法 线 斜率 一 一 Pe 二) 一 1 

SE 3 -a flan es 
例 4 设 函 数 f(z) 满 足 f(1)=0,f 4) 1, 求 极限 lim i 
解 : 因为 f[lin(1 十 zz) 十 e 一 zj] 二 [1 十 w(x)] 一 f(1) ,其 中 


uz) Sd t=0(z -20) 
所 以 
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1i fllin(1 二 xz) 二 一 志 hl Aldi ez 
ta 去 .二 


a In(1 二 +z)+e—z|— f() , lIn(1+z)+e—z—l 
二 20 lIn(1 寺 zz) 十 e 一 zx 一 1 人 


a st LN 
=2f (NN(1+ me )=27(1+3)=37 0 
注 : 下 式 是 错误 的 , 即 
ji In(1 二 zx ) te mz 
-0 ‘tan Gy 直立 一 荡 


f [ln + ) + (Te 
1 


ET 


2 
因为 题 中 并 没有 说 明 函 数 f0) 是 可 导 的 ,所 以 需 利用 定义 来 做 . 
例 5 设 曲 线 y 二 f(z) 在 点 (1;f(1)) 处 的 切线 方程 为 y 王 zx 一 1, 求 


2 
PF ef de 


Te 


= lim 
x-*0 


lim 
I*0 


zlhcosz 
解 : 根据 导数 的 几何 意义 可 知 ,曲线 y 二 f(z) 在 点 以 ,ff(1)) 处 的 切线 方程 为 
y 一 78) = f(zr—1) (1) 
式 (1) 与 题 中 给 出 的 切线 方程 y=z 一 1 相 比 较 可 得 f(1)= 二 0, 了 (1)==1. 当 x>0 时 ,有 
ln cos 工 一 一 Sr (2) 


另外 ,极限 式 的 变 上 限 积分 的 被 积 式 中 含 抽 象 函 数 (1 十 er 一 e') , 遇 到 这 种 情况 ,一般 令 
& 王 1 十 ee 一 e 则 当 上 一 0 时 ,zx 三 归 ; 当 t 二 zx? 时 ,x 王 1. 故 
x 1 er 
[erate oa=| ;fad =| fad (3) 
故 由 式 (1) 式 (2) , 式 (3) 及 洛 必 达 法 则 可 得 
[ ef (1 te 一 ec 得 


ling 2zln cosz 
0 2 
| 1 zy\o En 
天 全 到) 


2 2 5 


0 ez 一 1 下 
王 一 尖 (1)。1 一 一 1 
注 : 本 题 利用 了 变 限 积分 的 导数 . 设 函 数 g(x) 可 导 , f(zx) 连 续 ,F(z) 一 | f(Dqt; 则 
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F(x) = f(gp(z)) 9 Cz) 

例 6 设 f(x) 是 以 5 为 周期 的 连续 函数 , 旦 在 z=0 的 邻 域 内 有 

fasinz)—3f(l—sinz) = 8ra(z) 年检 
其 中 lim 全 下 =0; 又 f(z) 在 z=1 处 可 导 , 求 一/(z) 在 点 (6, 了 (6)) 处 的 切线 方程 
解 : 由 题 设 可 知 , jz)=Fz 十 5), 6) 一 GD) PGz) 三 广 (2 二 5 PC6) 王 产 G1). 式 (1) 的 两 
边 取 x->0 时 的 极限 ,得 

f(D)—37f(0) = 0=3f(1) = 0, 即 疙 6) ==0 
式 代 ) 的 两 边 同 除 以 z, 然 后 取 x>0 时 的 极限 . 
左边 二 lim f(sin ea) 30 Sialm) 


并 


= i .Sinz | (LF — sm 2) ob me] 
x0 Sin 广 2 一 SI 实 号 


= (For C41) 


所 以 过 GD 三 2 Ee Fr 故 曲线 j= 了 F(Z) 在 点 (6， A(6)) 处 的 切线 方程 为 
y—/f(6)= (6) (x—6), 即 y 王 2(z 一 6) 


题 型 15 “与 抽象 函数 的 导数 相关 的 命题 
思路 启迪 : 在 函数 表达 式 中 含有 抽 傅 函数 记号 ， 仅 知 其 在 菜 点 连续 ,但 不 知 其 是 


否 可 时 ， a 


2 a “i hed i Dm a 
ee es) h 

注 ; (1) 函数 在 一 点 连续 ,但 不 一 定 可 导 ， Pe |z| 在 z=0 处 连续 ,但 不 可 导 . 

(2) 某 些 简单 函数 在 某 点 处 的 导数 用 定义 求 也 相当 简便 . 
例 7 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 导数 : 

() 设 f(z)=g(a 十 bx) 一 g(a 一 bz), 其 中 gz) 在 z=a 处 可 导 , 求 (0); 

(2) 设 函数 f(z) 在 z 二 0 处 可 导 , 且 / (0) 二房 ; 又 对 任意 的 z, 有 f(2 十 zx) 一 2f(z)， 
求 产 (2). 
解 : (1) 由 题 设 可 知 ， f(0)= vw(a) 一 p(&) 二 0, 因 为 题目 中 只 说 明 plz) 在 z==a 处 可 导 , 并 没有 
说 明 g(z) 在 z=0 处 是 否 可 导 , 所 以 求 (0) 时 必须 用 导数 的 定义 . 

f°(0) = im f(z = = NN ae 士 名 疙 zefa= 姑 ) 


a 0 (@) Sik pa pa ,一 
i + 一 .天 aa 的 al ， 人 


=b9' (Ca) +by" a) = 2 9 (a) 
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(2) 题目 中 并 没有 给 出 f(z) 的 具体 表达 式 , 又 没有 说 明 jz 在 这 二 2 处 是 否 可 导 , 所 以 
求 (2) 必须 用 导数 的 定义 . 
例 8 设 f(z) 连 续 , 且 lim 汪 厨 =a, 求 fF C0): 


解 : 由 题 设 可 知 /(z) 连 续 ,所 以 f(zo) 二 lim f(7)=lim te PS 


Wo . 
fF C20) = lim Cx) — f(x0) 一 jar (zx) et 
Th To my MW — Ng 


注 : 该 题 结论 最 好 记 住 . 
例 9 设 f(z) 连 续 ,A(C0) 二 0; 则 存在 6>0., 使 得 ( ). 
(A) 当 zxE(0,8) 时 ,f(z) 单 增 (B) 当 xzE( 一 6,0) 时 , f(z) 单 减 | 
(C) 当 zE(0,0) 时 , f(z) 之 f(0) (D) 当 zE(=6,0) 时 , f(z) 请 f(0) 
分 析 : 遇 到 抽象 函数 f(x) 在 某 点 的 导数 六 (0) 三 0 时 , 则 根据 导数 的 定义 可 写 出 《0) 一 


lim 在于 二 人 >>0, 然 后 要 想到 极限 的 保 号 性. 
解 ; 六 (0) 一 lim 帮 芝 二 人 >>0, 则 由 极限 的 保 号 性 可 知 ,存在 9>0, 当 zxE (0,6) 时 , 恒 有 


1 (0-> f(z) 二 了 (0), 故 (C) 项 正确 . 


例 10 (1) 设 f(z) 定 义 在 实数 集 R 上 ,车 对 任意 zx1 ,zs, 恒 有 |f(z2) 一 f(z) | 二 (zo 一 zx”， 
求 广 (z). 
(2) f(x) 和 g(x) 都 定义 在 实数 集 R 上 ,上 且 对 任意 z,y; 恒 有 
f(r = fr)e(y) + f(y) g(r) 
且 f(0)==0,g(0)==1, 了 (0)==1,g (0) 二 0, 求 产 (z). 
解 : (1) 不 妨 设 zi 关 zz ,由 已 知 不 等 式 有 
0 过 | Rm i C2) 


| zs— zi 
ZX2 — XI [< 4 


而 lim |z2—zxzi | 二 0, 则 由 夹 副 定理 有 


Gi 一 (zx1) SS 所 以 Dn RCL ft) 0) 
Tx] Ey To rr] OR ~ 


由 此 可 知 , f(z) 在 | 处 可 导 , 且 六 (zi)= 三 0; 又 由 Tl 的 任意 性 可 知 , f(z) 在 R a 
时; 和 (wm) 夺 0; 
(2) f (Whim {Et LD lm DE + HD) 一人) 


f(a) lim Em 
yr=0 好 ye0 此 


王 FPJHnECD 一 SC0)-5(CEDTEGE 太 2 一 太 02 
0 y 30 y 


=f(x)g (0)+g(r) fF (0)=g(z) 
例 11 设 函 数 f(x) 在 (一 ,十 oo) 内 可 导 , 则 下 列 结论 中 正确 的 是 (。”). 
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(A) 若 f(z) 为 周期 函数 , 则 (zz) 也 是 周期 函数 

(B) 若 FCz) 为 单调 增加 函数 , 则 广 (z) 也 是 单调 增加 函数 

(C) 若 f(z) 为 偶 函 数 , 则 f(z) 也 是 偶 函 数 

(D) 车 f(x) 为 奇 函 数 , 则 f(z) 也 是 奇 函 数 
解 : 因为 函数 f(z) 为 抽象 函数 , 故 可 先 用 举 反 例 法 排除 ， 

取 f(z)==zx’ ,了 (x) 二 3zx? ,可 排除 (B)(D); 

取 关门 三 了 好, 广 Co) 三 2 可 排除 (C)- 

事实 上 , 若 f(zx 十 T)=f(z)=>f (z+T)=f (zx)s 故 (A) 项 正确 . 
注 ; 请 记 住 以 下 结论 , 即 

(1) 可 导 的 周期 函数 的 导 函 数 是 周期 函数 , 且 周 期 不 变 ; 

(2) 可 导 的 偶 函 数 的 导 函 数 是 奇 函 数 , 可 导 的 奇 函 数 的 导 函 数 是 偶 函 数 . 


题 型 16 “判断 函数 的 可 导 性 


思路 启迪 : 利用 导数 春 在 的 充 要 条 件 和 结论 , 即 f(z) 存在 千 f 一 Cww) 二 十 (zo 
记 住 : y 二 |zx 一 zo | 在 zo 处 不 可 导 * 但 在 jz 处 连续 ;y 二 (z+ 一 T0) 1x 一 


zo| 在 To 处 可 时. 
例 12 y= 二 (zx 一 zx 一 2)|z’ 一 z| 的 不 可 导 点 的 个 数 为 ( 5 居 
(A) 0 QB) 1 (C)2 (D) 3 
解 : y=(z— 2 zr|=(r ttl)Mz(w = 1)(zt1)| 


立刻 可 得 出 函数 在 zx 一 0,z 一 1 处 不 可 导 , 故 (C) 项 正确 . 

例 13 设 f(x) 可 导 , 令 F(z) 二 fz)(1 十 |sin x1), 则 f(0)==0 是 F(z) 在 z=0 人 处 可 导 的 ( 局 
(A) 充分 而 非 必要 条 件 (B) 必要 而 非 充 分 条 件 
(C) 充分 必要 条 件 (D) 既 非 充分 也 非 必 要 条 件 

分 析 : 遇 到 函数 中 带 绝 对 值 符号 而 判断 函数 可 导 或 连续 时 :一 般 要 先 去 掩 绝对 值 符号 . 

解 : 令 0 一 9 一 rx, 则 

FJ 一 SR < m0 

zl 二 Siaz) OZ 

则 F'(0) 存 在 伟 F_ (0) 三 已 -075 而 


OY 三 lim i -车 = lim f(x)(1 — sin x)—f(0) 


r=0 


— lim nf (zx) 。 sinz 三 p00)— lm f(s) = fo) 
a 


F(z) = | 


= ee (Zz we (0) 
0 工 


Ro lim OD 一 RE Ot T= 


0 


2 {OA limftn) ， 2 = 0) 4 limf(z) = f° (0) + f00) 


0 十 


则 已 (0) 王 F (0)SfF (0)—f(0)= 2 oe 该 (6) 正 询 
例 14 设 f(z) 在 (一 品 ;十 5) 内 有 定 类 # 且 对 于 任意 WE( 一 o0, 十 oo0);f(z) 二 f(z 二 2% 严 
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(1) 求 f(x) 在 [一 2,0) 处 的 表达 式 ; 
(2) 问 为 何 值 时 ,了 (0) 存 在 . 
解 : (1) 今 一 2 二 x 过 0, 则 0 二 x 十 2 二 2. 由 题 设 ,zG10,2] 时 , FGz) 王 zz 一 4) ,所 以 
f(z 二 2) 三 (zw 二 2DE(z+2 站 = 二 zz 
又 f(z)=kf(z+2), 所 以 f(z)=kz(z 二 2) (z+ 4). 
(2) f°_(0)= lim 人 f(0) _ lim A(T 44 0 gk 
I ee 
(四 二 fo) -lim ze —0— 
工 


Ir-0T 


f°+(0)= lin lim 和 


所 以 ,了 (0) 洲 在 千 了 -0)= 二 了 dg 故 当 k= 一 方 时 ,了 (0) 存 在 . 


2.5 各 种 函数 的 导数 或 微分 


题 型 17 求 一 元 复合 函数 的 导数 或 微分 


思路 启迪 : 利用 复合 函数 求 导 的 “ 链 式 法 则 ” 设 y 二 J(w),u 一 p(X),f,gp 均 可 导 ， 
则 复合 函数 y 一 fp(z)) 对 去 可 导 , 且 有 y 一 广 (p(Cz))。gw Cr)。1( 实 
际 上 从 最 外 层 往 里 一 层 层 求 ,注意 指数 ), 即 复合 函数 的 导数 等 于 函 
数 对 中 间 变 量 的 导数 乘 以 中 间 变 量 对 自 变 量 的 导数 . 


例 15 设 y 一 产 (o(e- )),Fp 均 可 导 , 求 y. 
解 : 
直 于 nf™i(g"(e” )) 。 f (ge )) 。 mp™! (er ) 。 of (er ) Ge 


例 16 设 y=f (3) ,f(z)=arctan zz, 求 了 (0): 


解 : 
SR yt 
二 [arctan (2 1) coe pl et 二 二 要 


例 17 设 /(z) 为 二 阶 可 导 函 数 , 且 Y(tan z) 一 上 Sm, 求 产 (2 


解 : f(tan 四 一 ]s 一 sectz 十 tantz 一 1 十 2tantz, 令 tan zx 二 t, 有 了 (2 二 1 十 2&. 于 是 
f(z)=1+2z, 则 f(z)=4z,f (z)=4. 
题 型 18 ” 求 参 数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 


Et 
思路 启 过 : 设 | 


> 


2 / d > Cw 
,9CO ;00) 均 二 阶 可 导 , 且 g (Dz0, 则 人 =r; 


38 | 


(9) C2) 一 利克 Ee 


Do DY WY) 1 
#2 Pe 


p(t) p(t) 
注 5 求 二 阶 导数 时 千 万 不 要 忘 了 乘 以 生 
z=cost i 


解 : dz 一 一 2isin tf?dt,dy 二 2te~ sin tdt, 则 


CU ee ye le L- \ 
7 dz ET 2 dz ee — 2tsin 万 sin 龙 


例 19 求 曲线 p=asin 20 在 9 至 处 的 切线 方程 . 
分 析 : 求 切线 方程 应 应 化 为 直角 坐标 求解 . 


0=asin 2gcos 0 7 
A rd 
y=psin 0 一 asin 20sin 0 = 
V2 
a 
dy do 2acos 20sin 0+ asin 20c0s 0 Ee 
dx 10= 寺 dz 2acos 2bcos 0 一 asin 20sin O10 
d9 ‘0-3 


所 以 ,切线 方程 为 > 一 租 一 一 1， (< 一 入 让 即 z+y 一 5a 一 0 


题 型 19 求 一 元 隐 函 数 的 导数 或 微分 


思路 启迪 : 先 确定 因 变 量 和 自 变量 ,然后 可 利用 以 下 方法 . 
(1) 方程 两 边 对 自 变 量 工 求 导 " 切 记 因 变量 > 是 工 的 函数 ,y 的 函数 
是 工 的 复合 函数 . 求 出 各 项 的 导数 后 ,将 含 y 的 项 移 到 等 式 一 边 ,不 
合 yy 的 项 移 到 田 一 边 , 解 出 yy 即 可 . 


(2) 公式 法 : 笠 = 一 生 全 区 ,关中 Fy (wy) A0: 
(3) 利用 二 阶 微分 形式 的 不 变性 ,在 方程 两 边 求 微分 ,然后 解 出 入 


例 20 设 方程 xy 十 @= 二 cos(z* 十 y)， 这 
解 : 方法 1 两 边 对 之 求 导 得 
十 2xyy 十 @y == 一 sin(z? 十 y)(2z+2yy') 
i, 


> 2zy 十 @ 十 2ysin(x 十 y) 
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方法 2 F(x,y)=zxy’ Te cos(z ty)=0 
F(zxsy) = ¥ 2zsin(z + y), F(xsy) = 2xy 十 巴 十 2ysin(Czz + yy) 


于 是 dy 
dz F,(zx,y) 2zy 二 Te 十 2ysin(x* 十 yy) 


方法 3 两 边 微分 得 
d(xwy ?十 @) 二 d[cos(z? 十)] 
之 光 dz 寺 22zydy 填 edy 王 一 Sin(z + y)(2rzdzr 2ydy) 
ee ,A (ile a 
7 Tr ye oysmor ty) 
和 i 
例 21 设 有 方程 | ed 十 | 加 td 一 Iny 求 y. 
解 : 两 边 对 工 求 导 , 得 
2 a . 《 
ye re y ony 一 尺 
- 直 2 
所 以 和 2 上 一 3 
I— 23005y Ye ”> 
例 22 设 函 数 y= 二 y(x) 由 方程 In(zx* 十 y 十 1) 二 zy 十 sin 工 确 定 . 
(1) 求 曲 线 y= 二 y(z) 在 点 (0,y(0)) 处 的 切线 方程 ; 


(2) 求 极限 lim ny (之). 


解 : (1) 将 z=0 代 人 方程 ,得 y=0, 方 程 n(x 十 y 十 1) 二 x y 十 sin xz 两 边 对 zz 求 导 得 
2t 十 vy 

玉 ? > 十 于 

代入 z=0,y=0, 得 y (0)==1; 因 此 ,曲线 y= 二 y(z) 在 点 (0,y(0)) 处 的 切线 方程 为 y 一 工 

,从 六 3 


一 zy 二 3zy 二 cos x 


(2) lim ny (2)=2 lim —2y(0)=2. 


n 


题 型 20 ” 求 宕 指 函数 的 导数 或 微分 


思路 启迪 : 蛙 指 函数 的 形式 为 y 二 wu(z)xo ,u(xz)>0， a 
求 时 指 函 数 的 导数 有 两 种 方法 : 
局 扩 史 利 唐 对 数 恒 等 式 特 备 指 函数 写成 (x) 四 寺 EW ,再 楼 复 
合 函数 求 导 法 则 求 9 i 


Ey 


3 , 
= 多 (zn u(rz) tv(r) 。 <0 | 


=u(z)"™ [v (zx)ln wz) 十 aa 二 | 


40 考研 数学 炉 心 题 型 [理工 类 ] 


(2) 两 边 取 对 数 , 得 到 隐 函 数 In y= 二 Cx)ln w(x) Ny 然后 按 隐 
函数 求 导 数 的 思路 求 9 

例 23 设 7 一 三 十 x 十 f(cos*zx),f 可 导 , 求 y. 

解 : y= 二 @ "7 十 e+ 十 f(cos:x) 


y = en (SrIn 5lnz 十 5 。 二 )+e amz(]n 元 十 1) 一 天 (coszz)2cos zsin 工 
=z75°(In Slnz+i)F Ednzi+D—/f (osz)sin 2 

例 24 已 知 二 

解 : 方程 两 边 取 对 数 , 有 


z=1” 


ylnx= zlny 
两 边 对 工 求 导 得 


y 


y= Inytr™ 


一 由 = dy == 
而 z==1 时 ,y=1, 故 候 | _=1 


In(1+zx) 
) / 


例 25 设 y=(sin 党 ' 求 > 


sin 村 十 
解 : 函数 两 边 取 对 数 , 得 


i 
In y= ln(l 十 z)。ln sin 5 
上 式 两 边 对 工 求 导 , 得 

一 [ln(1 十 z)] in sin 


证 二 二 InG 二 zi(In sin T= 上 


] 
二 Te 二 In(1 十 z)cot 了 竺 二 a 


7 1 2 ln(1 十 这 
> = 于 SH 下 (1 二 zx)? cot | 


| 二 lIn(1 十 x》 元 
=(sin Ee Bean sinJ+4z1 Ctz)s ot | 


题 型 21 ” 求 函数 表达 式 为 若干 因子 连 乘积 、 乘 方 . 开 方 或 商 形式 的 函数 的 导数 
或 微分 


思路 启迪 : 两 边 取 对 数 ,然后 按 隐 函 数 求 导 法 则 做 , 取 完 对 数 求 导 时 切记 ? 是 工 
的 函数 ， 


2 7 
例 26 设 y= zs 2 
YN VeTanz 
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解 : 枉 数 两 边 取 对 数 ,得 
In y 一 In 工 十 ln sin 十 寺 押 全 二 2 和 二 二 (2 十 分 = ln'x 


上 式 两 边 对 z 求 导 得 


gE 3 
y | Ct Ec 3(z: 二 2) 二 3zln 六 


故 


ye 和 TI 直立 
y=y| 去 i 2) 3( 妇 十 力 | 


we pn Pp J 
=xsin zx 3 证 potajt ey 3(z2 十 2) a 


题 型 22 求 分 段 函数 的 导数 或 微分 


思路 启迪 : (1) 各 区 间 段 内 导数 的 求法 和 前 面 所 讲 的 导数 的 求法 无 异 , 要 注意 
的 是 分 段 点 处 的 导数 一 定 要 用 导数 的 定义 求 ， 若 分 段 函 数 在 分 段 点 
两 侧 表达 式 不 同 ， 则 要 分 别 求 其 左右 的 导数 ， 当 且 仅 当 左 、 右 导 数 存 
在 且 相 等 时 ,函数 在 分 段 点 的 导数 才 存 在 
四 车 f(x) 在 rx==zo 的 两 侧 表 达 式 相同 , 则 f(xo) = 


lim HD— f(zo) (x 

Tg oR 

@@ 若 f(z) 在 z= 二 xo 的 两 侧 表 达 式 不 相同 , 则 分 别 求 出 到 =zo 处 的 

左右 导数 ， 

A = him (2) 一 (zo) fy (x10) = lim CT = 
2 I ES ”Xo 


然后 验证 =- (zx0) 与 了 :+ (Zo) 是 和 否 粗 等 ,从 而 得 出 六 (zo) 是 和 否 存 在 . 
也 可 先 检 验 limf 了 Cx) 二 有 (zo) 是 否 成 立 , 如 果 不 成 立 , 则 f(z) 在 


Z 一 xzo 处 不 连续 ,从 而 不 可 导 . 

千 万 不 能 这 样 做 : 

先 求 < zo( 或 zzm) 时 Cz) 的 导数 tw)s 和 再 来 (6) 二 
lim (x) (或 f +m) — limf (2)), 这 是 因为 导 函 数 未 必 和 连续 . 


工 >I0 


lim f(z) =f(z) 


(2) 当 f(z) 在 xX 二 zw 处 可 导 时 ， 相通 过 解 方 各 组 | 
(20)=f 4 (x0) 


定 f(z) 表 达 式 中 包含 的 和 参数. 


42 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


Tor SO 
例 27 函数 f(z) 二 427 0sS7<1 的 不 可 导 点 是 ( ， )， 
1 到 
-zs 会 -| 
工 
(A) z=—1 (B) z=0 (C)'z=1 (D) zx 一 2 


分 析 : 判断 分 段 函 数 的 不 可 导 点 ,首先 考虑 分 段 点 的 可 导 性 , 一 般 利用 可 导 的 充 要 条 件 :左右 
导数 存在 且 相 等 ， 在 单 选 题 中 ,根据 一 元 函数 的 不 连续 点 一 定 是 不 可 导 点 , 且 判 断 连 续 性 相对 
要 容易 一 些 , 所 以 一 般 先 判断 分 段 点 的 连续 性 . 
解 : 显然 ;函数 在 非 分 段 点 丝 可 导 . 先 考查 分 段 点 的 连续 性 . 

因为 lim f(z)= lim (x 二 27)=0, lim f(z)= lim 2Xx 二 0，f(0) 二 0, 所 以 蚂 数 f(r) 在 工 == 
0 处 连续 ; 

又 因为 lim f(x) 一 lim 2zx 一 2, lim F(z)= lim 二 一 1.7G) 一 1 所 以 函数 /(z) 在 z 一 1 处 

Eee En 全 加 和 | 
不 连续 .因此 也 不 可 导 . 故 (C) 项 正确 . 
例 28 设 Fz) 在 (一 2 ,十 cc) 内 有 定义 , 且 对 于 任意 zE (一 ce, 十 cc)，Fz 十 1) 一 27(Cz) ;又 
0 近 z 受 1 时 , f(x) 二 zx(1 一 并 ), 试 讨论 f(z) 在 点 二 0 处 的 可 导 性 . 
解 : (]) 令 一 1<z<0; 则 0 过 7 十 1 居 1, 由 题 设 ,0 寺 x 委 1 时 ,; f(z) 一 x(1 一 ) ,所 以 
大 过 直下 = 和 DIT 一 十 D = 一 x(z 十 1)(z 和 十 9 


又 fz)== 二 f(z 十 ]) ,所 以 f(z)= 一 二 x(z 十 (zx 十 2), 即 


a 全 的 ， 0 
i 一 


Ys Qi 
于 是 lim f(x)== lim f(z) 二 fA(0) 二 0, 所 以 了 f(z) 在 点 x 二 0 处 连续 . 
2 -~*0 x*0 


下 面 检验 ff_(0) 二 六 (0) 是 否 成 立 . 
三 专 z(z 二 D(z 十 2) 车 


人 > 
0 T= Te0 Zz 
fa 0 Sn D0) 2 jp a 
0 宇 字 - 节 zed Cp 
所 以 六 -00) 关 广 100); 故 了 lz) 在 点 二 0 处 不 可 导 : 
xzasin 元 天 0 
例 29 设 yg(z)= 亚 ;f(z) 在 r=0 处 可 导 , 令 F(z) 二 f(g(zx)), 求 FF (0). 
0; T= 二 0 
和 去。 得 0 
解 : Fe sin7)， 2 
ft0), z=0 


F’(0) = lim HY 一 


—0 z=0 v4 
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f(z sn 二) 一 fF(0) 天 ssin 二 

一 i = 
工 >0 1 
i= 


= fF(0)o0=0 


| feayar, RAR 
例 30 设 /(z) 是 连续 的 , 且 lim 三 守 一 2, 令 F(x) 二 0 PO 


; i 
求 F (zx). | 


解 : 当 z 二 0 时 ,F(z) 二 下 


= I pt -~ ld 
[few 二 dx 一 | fodan 年 息 


Cy ~ 


0<x<1 时 ;F(zx)==V1i 十 z 一 V1 一 F(zx)= 十 一 
Om i z+ 于 是 P(x i a 
当 工 二 0 时 ,有 
RC) — FCO) ye 5 
EF i 
ZT—0 rd 并 oO 
F’, (0) = lim -et = lim = 
2 
re Ce wt 
所 以 下 (0) 一 1. 
-二 | faut LS, eI0 
综 上 ,有 F(x) 三 1 立 三 (0 
1 1 
盾 i 
2y1+zrz '2VI— 所 
2 nz 一 1 
例 31 设 F(z) 一 im 开打 二 和 二 处 处 可 导 , 试 确定 o,6 的 值 . 


分 析 : 题 设 右边 中 工 是 参数 ,所 以 必须 讨论 ;另外 ,需要 确定 两 个 数 的 值 ,所 以 必须 建立 至 少 两 
个 方程 . 


axib, zl 

2 ACE 一 ])》 
解 : f(z) =lim Ee lat z=l 
Ws Tl 


(1) 因为 f(z) 处 处 连续 (可 导 必 连续 ), 所 以 lim f(x) 二 lim f(z) 二 了 (1), 即 
rl Ee 


a+b=1 一 去 (1 十 a 十 仿 ， | 


(2) 因为 f(z) 处 处 可 导 , 所 以 了 六- (1)= 二 六 (1) ,而 
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1 CD = lmLe-AD -limE+e +o 
.= J SE 


Te 


PCD 一 lm tH-HD 一 im 天 二 一 2 
zl 


er 


则 xc 一 2,2 一 一 1. 

题 型 23 求 简单 函数 的 高 阶 导 数 

思路 启迪 : (1) 计算 简单 函数 f(x) 的 高 阶 导 数 时 , 先 设 法 将 f(x) 表示 成 一 些 常 
用 函数 ,如 x sept) ;Sin(axw 十 6) ,cos(azxz 十 b) 等 


的 线性 组 合 ,然后 再 利用 常用 函数 的 n 阶 导数 求 导 .适用 于 求 : 
@ 有理 分 式 函 数 的 高 阶 导数 ， 
利用 长 除法 ,可 得 


Pry 


这 Pi(z)_ 
(一 WC 十 部 分 外 家 


假 分 式 整 式 。 真 分 式 
然后 利用 常用 函数 的 元 阶 导数 公式 (3) 求 出 整 式 及 各 部 分 分 式 的 高 
阶 导 数 . 
@ 三 角 有 理 式 的 高 阶 导数 . 
利用 三 角 函 数 的 倍 角 公式 : 
sin XCOS Zz 一方 sin 2z, Six 一 二 (1 一 cos 2z)， cosz 一 亏 (1 十 cos 22z) 
及 积 化 和 差 公式 : 


sin azcos Bz = 3[sin(a 一 Bz sin(aT Bz] 


cos arcos BX = 于 Leos(c 一 及 z 十 cos(at Bz] 


‘sin ozsin Bx = 二 [cosGa ee cos(a 十 B)z] 


将 三 角 有 理 式 逐次 降 备 ,最 后 化 为 sin ar,cos Bz 的 代数 和 ,利用 常用 
函数 的 n 阶 导 数 公式 (5) 求 高 阶 导 数 . 

(2) 当 f(z) 不 能 表示 成 上 述 函 数 的 线性 组 合 时 , 先 求 出 所 给 函数 的 
1 一 4 阶 导数 ,分 析 规 律 性 ,然后 得 出 n 阶 导数 的 表达 式 . 


例 32 设 y=z(2z 十 3)*(3zx 一 1]; 求 y6 . 
解 : y 一 2233zs 十 Pi(z) ,如 果 求 导 次 数 超过 多 项 式 的 最 高 次 寡 , 则 结果 为 零 , 即 (Pi (xz))" 二 
0; 所 以 y9 一 223561. 


例 33 设 Fn) 一 - 王 [, 求 en ( 工 ). 
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解 : F(z) 一 研一 二 1 一 z 十 1 十 于 , 则 有 

Fn) = Li jr) 1)? 到， … 
所 以 

kz) 一 (z 十 1)m 十 (=) = (—1)" pe (n> 人 2) 
例 34 设 丽 数 y 一 一直 27' 求 y” 


解 : 先 将 y 化 成 易于 计算 n 阶 导数 的 形式 , 即 


2 2 
7 一 下 a i 
i 2 
= (z+ 2): 让 | 


| 


We a 
RGF FED Her 


所 以 ;= | | 
2.3 .Ci 十 六 2 nt) 


9(z 一 1 Ja 9€z| 2 


2。61*2。G3。.**。Nhn qu Ds Dns 3 ws 
27Cz 二 1 tl) rt 


三 (于 了 由 2 2。n! 
= | | 


Do 2 


一 (一 1 


Ce 


, WA 
例 35 设 /(z) 二 ] 二 zz 二 4 ' 求 


解 : 当 |z| 一 方 时 ,有 


~ WE 
fn) 3 


一 5 CE 3) 0 
A OE 
例 36 求 下 列 各 高 阶 导 数 : 
(1) f(z)=sin teos 2z; 求 Pa (Cr); 
(2) f(z)=sin xz* cos x* cos 2z。cos 4r* cos 8z, 求 Fo (z)， 


(3) f(z)=sin zsin 2zsin 3z, 求 f(z). 
解 : (1) 因为 


(EN = (去 ) sin( 子 二 +n* 委 ) 于 2"cos (2z+n 。 a 
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所 以 
了 RN 过 Ls 工 
100) ee TT 本 之 100 oe 
fF (RY = ( 寺 | sin( 如 十 100 2 )+2 cos(2x + 100 | 
一 到 sin( 到 十 50x) 十 2mecos(2x 十 50n) = 高 十 2m 
(2) 因为 
f(z) = 去 sin 2z。cos 2X* COs 4r » COs 8z 
一 于 sin 42。，cOS 4zx» cos 8 工 
Sa 名 -二 二 
= Bsn 8z*-c0s 8x = 16sin 16> 
所 以 
n) i | ee” TT 
f"(z) = (16) sin(16z+n ) 
= (16)™'sin(16z+n 。 | 
(3) 因为 
f(z) = sin zsin 2zSin 3 并 
= sin 27。 到 Ceos 2 — 008 4x) 
一 和 4w— le 2xcos 4z 
4 2 
一 二 ee in 6z CO— sin 2x) 
i 4 
= Csin 2z 十 sin 4z 一 sn 6x) 
所 以 


Fe 于 [Csin 2 中 (Sm 7) — (sin 6x)™] 


1 


2 2 


[2"sin(2z+ 区 dsin( 47 六 6"sin( 6z 十 树 ) | 
= 2r?sin(2z 十 琛 ) 再 本 sin(4z 半 至 ) 放 9， 6rzsin(6z 十 至 ) 

例 37 设 y=esin xz, 求 ym. 

分 析 : 本 题 中 的 y 不 能 转换 成 一 些 常 用 函数 的 代数 和 ,因此 逐一 计算 y 的 各 阶 导 数 ,并 从 申 找 

出 规律 ,得 到 y”. 

解 : 


y = (esin x)’ = er(sin 工 十 cos x)= .VZsin(z 十 至 ) 


;到 二 [e “VEsin(z 十 到 ) | 
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els (ep)hyoet)] 才 
= day esin(z+) : 
y= [Way*ersia(z 击 笠 半 = Wawain(z+ A ) 


依 此 类 推 得 
3 一 W2)"esin(z 十 玛 ) 
例 38 设 f(z) 任 意 阶 可 导 , 且 六 (x)=[EfG2) 玫 ; 则 f(x) 二 ( 小 


CAY nn! EFCE) mE (B) n! [f(z 
《EEC 各 (DY nl EC 和 
解 : 
EC 攻克 二 于: 
fC = RINE Cx 2 ACR 
Y= 2 BEF FA) = Es) 
依 此 类 推 得 


Fr(2) NF 
故 (B) 正 确 . 


第 3 章 不 定 积分 


3.1 不 定 积分 


1. 基本 的 不 定 积分 公式 

本 1 于 sa 
G) |zdz = zt 十 C 关 -1D, 特例 | 二 dz 二 Cj 这 2Nz 咎 Gi 
2 | Tdz=Inlzltc; 

z 
(ardr=1E+C(a>0a#D, [edr=etC; 
na 

(4) Jeos zdz = sin z++C, |sin zdz =— cos z+ C; 
(5) Jtan zxdz =— ln| cos zx | 十 C， Jeot zdz 三 ln|lsnz| 十 Ci; 
(6) |se zdz 一 ln|secz 十 tanz | 十 C， Jese Zzdz 王 lna|cscz 一 cot 工 | 十 Ci; 


(7) |see wtan wdz 一 Sec 并 十 CC， Jese Zcot xdz =— ¢sce z+ C: 


(8) | -dz = |sec zdz = tan z+C,| bdr = [csczdz =— cot z+C; 
COS 并 SID 并 


(9) | ed 一 Tarctan G3 特例 | I = arctan z+C; 


dao) | = 二 dz 一 未 In ee slse 
GDI)| a 三 arcsin 二 十 C， 特例 | a dz = arcsin z+ C; 
G2) | se = lzt+ FER|+o; 

(13) | VE—Zdr= 和 VP 十 和 arcsin 下 十 Ci 


(14) | V 严 十 二 dtz 一 过 V 严 干 丈 十 写 InCz 十 A FG 


(15) | VF -dr = 一 分 InCz 十 人 


(16) 递 推 公式 : 设 工 =| ts = 十 (2n 一 In | 


1 2 
20n— Dae 让 十 az) 
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注 : (1) 基本 积分 公式 需 熟 记 , 求 不 定 积分 时 ,结果 中 千 万 不 要 忘 了 常数 C. 
(2) 以 上 公式 中 把 zz 换 为 以 z 为 自 变 量 的 函数 丸 ,公式 仍然 成 立 . 
2. 不 定 积分 的 性 质 


(1) Jaf Gaz = #| fz)dz 洪 中 为 任意 常数 
C2) [Lf 2) 土 所)Jaz 二 [f(z)dz 士 |fi(z)dz; 可 以 推广 到 有 限 个 和 的 形式 ; 
(3) [| fcr)dz] = 殉 动 蕊 d| rz)dz a 


(4) |F’'(2)dz = F(z) +C 或 [F(z) = FC) 十 C 
3.2 三 种 基本 积分 方法 


3.2.1 第 一 换 元 积分 法 ( 凑 微 分 法 ) 


1. 重要 的 凑 微 分 形式 
(1) JfCar + dz 二 1 [fart idlar +b)Ca 0); 


(2) [zflar" todz = | far + dar" t+)(a A 0); 


(3) 2 一 ]ce yder( 注 :分 子 .分 母 同 乘 以 er 是 凑 微 分 的 常用 技巧 ); 


of fA) 
一 i! 
G5) | Cd ?| fz) dz 
(6) | Ladz = [fdn Ds 
(7) |sin Me = 一 | Ro i ey 
(8) Jeos XT» flsin Z)dz = | resin xX)d(sin x); 
f(arcsin Z) 1 5 
G) | es dz | fCarcsin x)dCarcsin z); 
(10) | Laten 2 qr 一 | rearetan x)d(arctan zx); 
Lh 
aD Jatin zdr= |dcz Inz); 
sd NN | 
a2 | =zdr= |d( 3s); 


a3 [(1+lni)at =|a(tmi); 
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G4) |(1+ 吉 ) 电 = |a(z 和 十). 
2. 复杂 形式 的 凑 微 分 法 
将 被 积 式 g(x) dx 写成 f1 (7) f(x)dz 或 人 dz 即 |sCzydz = [fi(z)fi(z)dz 或 


| 后生 其 申 及) 出 ii) 复杂 :对 所 (x) 或 有 (x) 的 主要 部 分 求 导 , 若 其 为 i(z) 的 党 


数 倍 , 即 f(z) = 二 kf (x), 则 所 (2) dr=Fafi(2). 


例 1 求 下 列 积分 
CD | SEE a dz; 2 | 一 一 一 一 d 
Vr (lz) M1 和 斗 如 十 VO 填写 )3 


/In(z+ Vi+z) 二 sin 2 
G) | a dz 0 | 去 Ca dr la lI, 


解 : 交角 | 下 arctan Vzdz, 因 为 


1 1 1 
Carotan /Ey Sm ee 
pe I Ds 2 
所 以 
一 2|arctan Vzd(arctan Vz) = (arctan YT)*+C 
1 
( 一 。 一 一 dz, 因为 
es: V1l+ vit+z 
全 下 人 二) 二 一 
V 工 十 冻 : 
所 以 


| 
IT 三 | 一 -一 d40 十 V1 十 好 ) 三 2wW1 十 V1 十 好 十 C 
| 元 


2 
(3) I = ds | /sl dn 


= [InCz 十 vi EG 
(4) 因为 


(a2sin?z+ bcos:r) 一 om 2sin reos z+ * 2c0sw(— sin x) 
= (a —b)sin 2z 


所 以 


.Te 
I =| Ca Fd sin*z 二 cos’z) 
1 1 


— gr" Cr 
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例 2 计算 不 定 积分 I=| (人 区 一 人 人 人 3)az 


Fr)F2zkz) 一 天 (zz) 2 LAC Em (x) f(x) 
解 : 1=] fz) 上 = FiCz) i 
(zx) 37)— fF Cr) fz) 
因为 S E> (z = 2 (元 ) 
2 
所 以 原 极限 二 去 [ | +C 


3. 更 复杂 形式 的 凑 微 分 法 
这 是 指 被 积 函 数 的 分 母 ,分 子 同 乘 以 x* 或 去 (k=1 ,2,…),erysin zycos 工 等 ,可 以 化 成 复 


杂 形 式 的 积分 . 
例 3 求 下 列 积分 : 
和 ss 
| i 人 | 二 二 
1 一 ] 兽 云 元 十 1 
a es I ys | 圳 人 与 二 
下 1 1 
tS Ee 3 
解 汪 0 二 Sx =)| = rotan 2 
| i V2 V2 


(分 子 .分 母 同 除 以 x 次 成 人 


SY EA (1 十 zi) 一 2xz8 ,8g 
T= | 全 es ja = 训 二 


a i 本 . 
valle TF dl +) | Blin Sin Fay 


下 天 这 
1 el) 
0 
二 一 4 一 十 C= 一 所 一 十 C 
1— nz TO 
工 
sa (z+ 1)e 
一 vet Xe 


ed Aa 
=J = Te ) dze’) (因为 d(xze*) = er(zx 十 1)dz) 


= ln 


A 


3.2.2 利用 第 二 换 元 法 求 不 定 积分 
常见 的 四 种 变量 代 换 如 下 。 
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1. 三 角 代 换 
三 解 代 换 的 形式 如 表 3 - 1 所 列 。 


CT 所 人 


注 : 最 后 一 定 要 将 变量 还 原 . 
2. 倒 代 换 
令 z= 二 .可 作 倒 代 换 的 条 件 是 : 设 p,q 分 别 表示 被 积 函 数 有 (zx) 的 分 母 .分 子 关于 z 的 最 


高 次 数 , 若 p 一 gq 之 1, 则 可 作 倒 代 换 ;车 p 一 gq<1, 则 不 可 作 倒 代 换 . 


3. 根 式 代 换 
形式 为 


"aab “loz “la 
上 R cri+ad'Ncrtid’ * de 
令 J 二 4( 其 中 N 为 加, ，,…,nn 的 最 小 公 倍数 ) 一 有 理 函 数 积分 . 
例 4 
JE a 1 
G) | dz 2)| 一 dz; | = i 
解 : (1) 今 z==asin zt; 则 dz 一 acos td. 


I -| acos t ,acos tdt 一 三 | ss 
a'sin’t 


3 点 | coeedeot 
a 


es 


3 
=— -cotit+C =— (ee) 2 


3a2 到 


es 2 
另 解 : 令 z 一 二, 则 dz 二 dt. 
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| = eVYe- 计 (= 寺 )d = J veri 


I 
3 
——as| Vee idet—D ——a(/s-1) +C 
(2) 今 X= 二 asec t, 则 dz 一 asec ttan tdz, 所 以 


人 工 一 4 dz 一 | 2 ,asec t tan td 
asect 


三 | auan R= | (sec:— 1)d = atant—at++C 


2 2 
wT —a a 
二 4 一 一 一 aarccos 一 十 C 
a 工 


a 
= Vi:—a’ 一 aarccos 过 十 C 


(3) 作 倒 代 换 , 令 zx 一 地 ,dz 一 一 去 dt, 则 


Ly/TFa 和 HC 一 一 和 二 十 C 


= 太守 t 
| J | 1 十 3 
< 
0 Ea 
解 : 先 将 被 积 函 数 中 的 Vz 十 1 化 为 V1 一 ,V1 十 或 VE 一 1 的 形式 ,再 作 变量 代 换 . 
| we | 一 eS 


(z: 十 1) wz 十 1 (zz 十 1 V(rz! 十 2z2 i 
= = 
2 2 2 
(x1),/1 2 
x la ey YA 
| 也 dl( 卢 ) (因为 dsin 人 Ve V2(1 — 2 ) 07) 
二 
一 = Te arcsin 肪 守 I+C 
4. 指数 代 换 
它 适用 于 被 积 函数 /(z) 是 由 a* 所 构成 的 代数 式 . 令 必 一 所 上 
例 6 求 下 列 不 定 积分 : 
27 dz 
dj Tp (2) | gay 
ee SR 
解 : (1) 令 2*=t, 则 dz 一 5 “和 :于 是 
3 We t SY | OY 
1 二 放 二 一] 二 2 | 1 dg 
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2 28 七] 
三 arctan +@ 
V3ln 2 v3 


a 
/5In a an /3 
(2) 令 二 zt, 则 dz 一 人. 证 


| = | 让 ( 主 一 二 7) 
th 


十 arctan e* 十 C 


一 二 十 arctan zt 十 = 一 去 


3.2.3 利用 分 部 积分 法 求 不 定 积分 


1. 分 部 积分 公式 
设 二 w(x) sv 二 v(xz) 具 有 连续 导数 ; 则 


| = wv | 
注 : 分 部 积分 法 的 目的 是 通过 分 部 积分 公式 ,将 不 易 求解 的 不 定 积分 [wav 转化 成 男 一 个 易于 


求解 的 不 定 积分 | vdu. 分 部 积分 法 的 关键 是 如 何 选择 wd, 选择 原则 是 : 


(1) 积分 容易 者 选 作 dz, 求 导 简单 者 选 作 万 
(2) 在 二 者 不 可 兼 得 的 情况 下 ,首先 要 保证 的 是 前 者 . 


2. 分 部 积分 的 推广 公式 
设 x 一 XCz) ,一 2Cz) 有 2 十 1 阶 连续 导数 , 则 


J ar 本 wu ™ ew Uv 十 WU?) 上 Uv 十 |…- 于 (一 D™ us vdz 
用 表格 法 表示 推广 公式 如 表 3 - 2 所 列 . 


计算 规则 如 下 : 

Q) 推广 公式 的 各 项 (不 包括 符号 ) 为 共 左下 到 右 下 错位 相 乘 , 最 后 一 项 为 | esp vdz; 
(2) 各 项 符号 为 “十 "“ 一 "相间 ,最 后 一 项 符号 为 (一 Dr 

(3) 当 表 格 中 同一 列 的 两 个 函数 乘积 等 于 所 给 被 积 函数 的 常数 倍 时 , 求 导 和 求 原 函数 工 


作 不 再 进行 ,用 解 方程 的 方法 即 可 求 得 积分 : 当 被 积 函 数 中 有 一 个 因子 为 对 数 或 反 三 角 函 数 
时 , 须 做 变量 代 换 ,把 它 换 成 指数 或 三 角 函 数 时 才能 使 用 表格 法 . 


第 3 章 不 定 积 分 55 


下 面 是 几 种 典型 的 用 分 部 积分 法 求解 的 类 型 . | 
类 型 1 | P(e dz, |P,Cz)sin ardz,|P,Cz)cos ardz, 其 中 P,(z) 是 最 高 次 数 为 n 的 关于 


工 的 多 项 式 . 

一 般 选 dv 二 ee dz,sin czdzycos ardzr;u(zx) 二 P, (x),e“ 二 cos az 十 isin az 用 表格 法 求 
解 时 , 当 P,(z) 的 某 阶 导 数 为 0 时 , 求 导 和 求 原 函 数 的 工作 停止 
例 7 求 下 列 积分 : 


GD [GQ —3r+ De”dz; (2)| (2* + 2 — 3)sin zdz. 
解 : (1) 用 表格 法 求解 . 


2x—3x+l1 


(微分 ) 
(积分 ) 


1 一 一 二 “(8z* 一 12z 十 4 十 8z 一 6 十 人 十 C 直 一 闻 e “(4z* 一 2z 十 D 十 C 
(2) 用 表格 法 求解 . 


PH2x-3 (微分 ) 
(积分 ) 


T= 一 (x? 十 2zx 一 5)cos x 十 (2T 十 2)sin xX 十 C 
类 型 2 | sin axdz, Jeos ardz, 若 用 分 部 积分 ,两 项 均 可 选 作 u. 


(Ee) (sinaxr)’ (ee) (cosazx)’ 
kr 和 kr 
sn a = e+, Jeos ardr = 
例 8 求 不 定 积分 1 = ercos zdz. 


解 : 


(er)’ (cos Zz) 


|eees wdz = = SU 


1 十 1 
CE snr 
.he rz 4+C= 了 etcos z+ sin FC 


类 型 3 |Peom Zdz， |Pcearcsin QT |P, Cz)arctan xdz. 
一 般 选 择 : u(x) 二 ln x,arcsin zyarctan zya(z) 一 已 (2z). 其 中 (x) 求 导 后 就 变 为 别 的 
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函数 . 
例 9 求 下列 积 分 : 
(1) | arctan sds 本 Jz ds 


(3) [sindn a (4) | caresin 3 


-= 
1+z’ 


A | "| Sp Me 
i (a LE 


eh Bt 
解 : (1) 了 I zarctan x 十 二 | 十 。 
)d 


三 一 a WB— ER 二 并 十 


2 元 2 2 
(2) 含有 参数 的 命题 要 进行 讨论 . 
当 /天 一 1 时 
el 二 
工 一 可 二 人 去 dz 
Ea A- I 
三 和 和 让 
当 / 一 一 1 时 


I = Ez dz= | xd) = 二 
区 2 
(3) I1= [sindn 5 
Se 1 
= xzsin(ln z) 一 | zcos(ln Lz) 三 条 


= zsin(ln x)— zcos(ln z)— |sinCn Zz)dz 
所 以 
一 地 [sin(ln z) 一 cos(ln xz)]+C 
(4) 令 arcsin z==t, 则 .z= 二 sin tdz 一 cos tdi, 用 表格 法 求解 . 


(微分 ) 


(积分 ) 


1 | tcos tdt = tsin t+ 2tcos t—2sint+C 
= x(arcsin z)2 十 2V1 一 好 arcsin 工 一 2 十 C 
例 10 求 下 列 积分 : 


Xe zln(z 十 汪汪 
GD es dz | ee 
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解 : (D1 一 一 也 后 十 | = 二 1 (< 十 ze )dz 
— 2 +| edr = 一 二 +e+C 
| 二 dr = d+) = 
1=— A+ VITR)+| A A 
i VITz)+arctan z 十 C 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
3. 3 不定 积分 中 的 概念 


题 型 24 与 原 函 数 相关 的 命题 
思路 启迪 : 利用 原 函 数 、 不 定 积分 的 定义 和 性 质 . ” 属 识 
注 ; (1) 设 F(z) 为 f(z) 在 区 间 了 上 的 一 个 原 函 数 ， | fa = = 
Kee) 
(2) 不 定 积分 和 原 函 数 是 两 个 不 同 的 概念 ,前 者 是 个 集合 ， 后 者 
是 该 集合 中 的 一 个 元 素 , 所 以 | f(z)dz 取 F(z) ， 
(3) 一 个 函数 的 两 个 不 同 的 原 函 数 之 间 只 差 一 个 常数 . 


例 11 车 函数 f(z) 的 导 函 数 为 sin z, 则 f(z) 的 一 个 原 函 数 为 (。” ). 
(A) I 十 sin 工 (B) l=—=sinw (C) 1 十 cos zx (D) 1 一 cos 工 
解 : 因为 (x)==sin z, 所 以 f(x)== 一 cos zx 十 C. 取 f(z)== 一 cos ;于 是 
| fea)dz = (一 cos x)dz 三 一 Sin 二 十 CI 


令 C= 二 1, 则 得 f(z) 的 一 个 原 函 数 为 1 一 sin x, 故 选 (B). 
另 解 : 设 f(z) 的 一 个 原 函 数 为 F(z), 则 产 (z) 二 sin x; 对 (A),(B),(C),(D) 项 逐一 求 二 阶 导 
数 ,只 有 (1 一 sin z) “一 sin Zz, 故 选 (B). 


例 12 设 函 数 f(z) 连续 且 不 等 于 零 ,车 | zf (z)dz Sa 则 | 二 了 


(A) -ettC (B) (z+C 


(© —S (z+C (D) — 吉 (z+C 
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解 : 
zf(z) 一 (arcsin xz) = 1 
工 一 六 
所 以 
| vi 部 tz = 地 Ted(l 2 
i ER A i 2 
入 己 al DE a Ti 心 
故 选 (D). 


3.4 各 种 函数 的 不 定 积 分 


求 不 定 积分 的 一 般 方法 如 下 : 

(1) 先 试用 凑 微 分 法 ; 

(2) 若 凑 微 分 法 不 行 ,再 试用 分 部 积分 法 ,注意 v 的 选取 ; 

(3) 若 前 两 种 方法 均 不 行 , 则 用 变量 代 换 . 若 被 积 函 数 中 既 含 有 对 数 函 数 ,又 含有 反 三 角 
函数 , 则 通常 取 为 反 三 角 函 数 . 


题 型 5 求 简单 有 理 西数 的 不 定 积分 
思路 启迪 : 有 理 函 数 的 积分 形式 为 | C2 dz. 


P(e) 
(1) Gz Gz) 为 假 分 式 ， ; 则 用 长 除法 


Pz Pi(zx) 
GD) = W(xz 2 Cy ( 整 式 十 真 分 式 ) 


三 W(z) 十 部 分 分 式 ( 或 最 简 分 式 ) 
(2) 求 整 式 和 部 分 分 式 的 积分 实际 上 是 求 如 下 四 种 形式 的 积分 


0 dz 一]ln|zx 一 a| 十 C ; 


WY 1 
©@| 人 一) d= n—l1 (xz—a)"™! 7 
1 


1 : 
9| EC 本 


令 z 十 看 二 4 


| vp 


es 
oe Te 
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CN 
rg Ft (err i "hv 
其 中 了 十 pz 十 g 满足 pp 一 4g 过 0, 即 十 px 十 g 不 能 再 分 解 成 一 次 
因 式 . 
例 13 求 下 列 积分 : 
5z? 十 1 1 
| i ; | 二 rs 


时 詹 : 1 
半 I = 一 -一 -一 Se 


r= | 各 [5. 荆 (下 -3) +1] (~ 直 ) 
EE .| (5 — 301° 十 45z88 ) dt 


5 去 ( 训 一 芍 详 十 剖 巴 ) 二 C 


8\97” 49 

—[ (5s) -sps) + (ms) jc 

Ca En Ee 
= 
= 和 3) a 


ut+2=A(+D 二 Bu 一 2), 令 u=2=>A 二 记 ;u = 一 1=>B = 一 二 


EL 全 + 上 天 
中 = [+inlu 2| 3InCutl) | 十 C 


= 去 [z +Inlzt—2| |e 


例 14 求 不 定 积分 I S| net 


i WE 
"Rl rw lia Ta I a 12a Tha 


2 
于 是 1=| wa 一 |( 六 -了 二 + 和 生计 坡 
bo 
S| | 
而 | 去 dz rs + 
| = > + 


2 让 1 二 用 十 
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1 
en lt #| a 
2 二 二 x 和 
1 1 一 ) 一 3 
es (= CD 
1 —y3zt1 
一 到 arctaa(z 一 一) i 人 1 


es = le 过 3 
| 是 = | ) Farctan z 十 Cs 


所 以 dz 


1 
nl ee 


| 1 (z 一 二) 十 - 友 I /3Szi 


= Farctan 本 i wt 


5 
其 中 C 一 Cn 二 2 6 


题 型 26 简单 无 理 函 数 的 不 定 积分 


思路 启迪 : 一 般 通过 变量 代 换 ,去 掉 根 号 ,化 为 有 理 函 数 的 积分 来 计算 . 常见 的 
变换 除了 前 面 所 介绍 的 四 种 变量 代 换 外 ,还 有 


(GD | RO/a—z, V6Tz) dz ,Vaz = Vatant. 

(2) | R(Yz=a, Wb-z) dz ,S Vea — Vo—asint. 

(3) | R(JE a WET6) dz , 念 VE 一 站 一 VB 一 asect， 
例 15 求 下 列 积分 : 


3 (二 1 
Dr 人 
| dz ; 的 了 
V2z 十 5 v2 二 V1 一 二 V1i 计 用 


解 : (1) 令 \ 公 = 三 加 则 二 二 如 ,dz 一 6 右 d， 


人 ee a el 
1= | gt ree—6| 41 = 6|(e 加 了 ei) 
二 28 一 3 十 6t 一 6ln|t 十 1| 十 C 

=2Jz 一 3 拔 二 6 妇 一 Gla| 好 下 1| 半 C 


WI=| vv (VFI 
= [Vz +tDdr—| [c+ izTFi dz 
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=| 运 dz 十 | aaz 一 | (Cz 填 1 dz 十 | (z 十 1 二 dz 


一 和 二 十 27 一 和 (2 十 DD 十 名 (zDD:C 


4 A yy J 
GT 号 二 i et 


二 3 le 了 
| V2z 十 5d (22° 5) Wi Se 


= 击 (27 十 5)3 -2 十 5 牛尾 
(4) 先 对 被 积 函数 的 分 母 有 理化 : 


le ee 
| 
-| 三 如 十 本 
(VZ 十 VI 一 元 十 vVI 于 元 ) (一 V2 阁下 二 去 十 VIL 平 EE 
2 Wl A 
(CT) 


-| e+ 
2V1—z 


-| (3A 二 1 二 -让 ' 太 二 ) 归 


三 V1 十 区 一 1 一 店 rcsin w+ 


题 型 27 三 角 有 理 式 的 积分 


思路 启迪 : 由 sin zvcos zx 及 常数, 经 过 有 限 次 的 四 则 运算 所 得 到 的 函数 称 为 三 


角 有 理 式 , 记 为 R(sin zycos nn 求解 | RCsin Zycos z)dz 的 基本 思 
路 如 下 : 


(1) 尽量 使 分 母 简单 . 为 此 分子、 分 母 同 乘 以 某 个 因子 ,将 分 母 化 成 


sinkz 或 coskx 的 单项 式 ,或 将 分 母 整 个 看 成 一 项 


(2) 尽量 使 RCsin zycos z) 的 圭 降 低 , 为 此 ,通常 利用 倍 角 公式 或 积 


化 和 差 公式 以 达到 目的 . 


1. “12 的 妙用 ,sinm2ax 十 cos:ax 一 1 
例 16 求 下 列 积分 : 


WE SEE C2) | VI 一 snzdz. 
解 : (1) 58 六 十 Sn 1 Isms 0 


sin zcoss sinzcosizx sin zcos 工 cossZ Sin 27 cosiz 
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I = | Ee 二 Jese 2%d(27x) 一 Rcos 2) 
sin ZCOS Zz 


COSSX 


= In|cse2z 一 cot 2z| 十 元 二 十 C 


GT=| /1 一 2sin 池 er |V( (sin 到 一 cos 却 ) dz 


ee dz (或 | ( (cos 子 一 sin 子 ) dz) 


2 3) 2 2 
i te (或 2sin 雪 十 2cos 地 十 C) 


2. 将 分 母 化 为 单项 式 
情形 1: R(sin zx,cos 工 ) dz 或 R(sin zx,cos x) 


1 十 sin 之 = st 
方法 : 分 子 、 分 母 同 乘 以 1 一 sin z 或 1 十 sin 工 ,将 分 母 变 为 单项 式 处 理 . 


R(sin xz;cos z) 
情形 2: 1] 十 os x 


方法 : 分 子 、 分 母 同 乘 以 1 一 cos z 或 利用 1 十 cos xz 一 2cos? 与 ,通常 用 后 者 . 
情形 3: R(sin x,cos Zz) 


= 一 CoS 
方法 : 分 子 .分 母 同 乘 以 1 十 cos z 或 利用 1 一 cos z= 二 2sin? 元 ,通常 用 后 者 . 
例 17 求 下 列 积分 : 


sin xz 1+sinz zg f 
OT (2)| edz 1 


(3) | 1 十 Sin i zu 


FY Sin ml —isin £2) sin Z(1 一 sin 7z) 
解 : (D1= (1 二 sin x)(1— sin x) =| COS*T 
一 | 妾 Sn zgqy 一 tan’ zdz 三 一 deos£ — (seerx — Ddz 
COS2 雯 
号 一 tan XTX 十 ZX 十 C= sec TX 一 tan X 十 ZX 十 CG 
COS 工 
1 2sin i edz 
er | 人 [zor# +| en Sede 
2cos’ 元 


Rs 工 工 EE 之 
= |edtan 5 十 |tan 2 de extan 2 十 已 


= 一 -一 上 一 一 一 请 
2 并 Gs 这 
2cos 7 这 FCOS 


SS i 
(3) 1=| i 


dtan 守 


-=| 要 


1 + tes 
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(分 母 . 分 子 若是 关于 正 \ 余 弦 项 的 二 次 项 , 则 一 般 分 子 、 分 母 同 除 以 余 苞 的 平方 ) 


3. 降 震 法 
常用 的 降 窜 公式 如 下 。 
(1) 积 化 和 差 公式 


sin azZCOS Br=— 坟 [sin(a+B) z+ sin(a—B)z] 
cos axsin hz 一 去 Lsin(atABZz— sin(a—P)Zz | 
sin wzSin Bz 一 [cos(a 一 BDz—eos(a+B)z] 


COS axcos Rz 一 六 [kos(e 十 B)z 十 cos(a 一 同 站] 
(2) 倍 角 公式 


sin Zcos z 一 去 sin 2 元 5 sin?z 一 去 (1 一 cos 2x7)y cos’z 二 去 (1 十 cos 2z) 
例 18 求 下 列 不 定 积 分 . 
Gy |sin 4zcos 2zcos 3zdzy ( 2) [sin? zcos' zdz. 


解 : (1) sin 4zcos 2zcos 3z = 去 (Gsin 6z 十 sin 2x)cos 3x 


一 六 si 6Zcos 3z 十 方 sin 27xC08 3 


一 二 si 9z 十 十 sin 3z 十 二 sin 5zx 一 证 sin 均 
故 原 式 三 [csin 9z 十 sn 5zx 二 sih 3z— sin zx)dz 
王 一 es (So cl 2 od 92 让 bs 8 十 区 


36 20 12 4 


ss 


(2) sin’zcos!z = C2sin ZCOS XT) Cos Zz = A sin’ (2x) .lt cos 2z 


2 


"A .1—coOsdz 
一 8 ‘lteos2z) 2 


一 调 (1 十 eos 2T™— coOs 4 元 一 COS 2zcos 4z) 


二 ;本 所 ve 和 

ne 十 35cos 2 元 16cos 4 元 35cos 6x 
ey 0 el -+ 

故 原 式 = | (去 十 击 cs 2z 16cos 4 35cos 6zjdz 
We el gai 
= 6 + 64sin 2z Basin 47 T1952sin 6z 十 C 


4. 变量 代 换 法 
(1) 若 被 积 函 数 满足 R( 一 sin xz, 一 cos 二 ) 三 Rsin zycos 2), 则 可 令 tan zx 二 t; 
(2) 若 被 积 函 数 满足 RCsin x ,一 cos xX) 二 一 R(sin zycos 工 ), 则 可 今 sin Zz 二; 
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(3) 车 被 积 函 数 满足 R( 一 sin zicos 元 ) 王 一 RCsin zx;cos 娘 ); 则 可 今 cos x 二 tz. 
例 19 求 下 列 不 定 积分 . 


sin zz dz 
(GD | 二 国生 G2) | (2 sin:zx)cos zr 


re 
5 十 4cos 工 
(2 十 cos zx)’sin 至 
解 : (1) 今 tan x==t, 则 seczzdz 一 di, 于 是 
二 NT 
原 式 = | 了 半 中 | (1 二 (=t+t) dz 


J 4 et 
下 Rl | 


部 2 十 写 
> 二 dt 一 十 In|1 十 1 


a 2t— 1 
lnle 一 :十 1 十 房 aretan( 后 /3 !)— 3lnl1ttld:C 


_ ,tan zit 2tan xw—1 
十 下 (1 十 tan x)? + 让 rctan( a 站 


(2) 令 sin z=t, 则 cos zdz 王 di, 于 是 


| ri 市 引 才 | a 


车 IT 三 ; 方 
= $ln pe ri TC 
(3) 令 cos z= 则 一 sin:xdz 二 dt; 于 是 
原 式 = 一 | 和 te 
入 到 让 江 哈 
一 去 mn tC 


题 型 28 ”分 段 函数 的 不 定 积分 
思路 启迪 : (1) 分 别 求 各 区 间 段 的 不 定 积分 表达 式 . 


(2) 考查 函数 在 分 段 点 处 的 连续 性 如 果 连 续 , 那 么 在 包含 该 点 的 区 
间 内 有 原 函 数 存在 ,然后 根据 原 和 函数 的 连续 性 定 出 积分 常数 C; 如 果 
分 段 点 是 函数 的 第 一 类 间断 点 , 则 在 包含 该 点 的 区 间 内 不 存在 原 函 
数 ,这 时 ， oes a tn 


得 到 ; 
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mw WE0 


20 i Co 一 | 
WD Bf ep 


求 |ftz)dz. 


解 : 当 z>0 时 , |/(z)dz = |z?dz = 二 十 Ci ; 当 z<0 时 , f(Ddr=|0dz =G. 


因为 F(z) 在 (一 co ,十 ce) 内 连续 ,所 以 其 原 函 数 在 (一 ce ,十 ce) 内 连续 ,又 
Im (地 +C)= 3 = limC 二 CG 
令 C= 二 Cs 二 C, 于 是 


fx ) [3 > 
区 0 


例 21 求 |maxCza ,2 ,1)dz 


Gl > 
解 : 今 /0 ~ mci rz<—1 
当 zz 之 1 时 [far a [ed = z+C, 
当 x<< 一 1 时 | rediz=|zdz = 二 z+ 
当 |z| 二 1 时 [Fewar=|ar=z+o 


lim (二 + 十 Ci)= lim (x 二 Gs), 即 本 -人 
>] 作 
又 


lim (z+C)= lim (37+C), 即 1 十 C 一 寺 十 C 


联 立 解 式 (1) , 式 (2) 可 得 Ci 一 二 十 CC 一 一 二 十 Ci 令 C, 一 C, 故 有 


到 一 全 十 C，z<-1 


[rmaxz’ sz:,1)dz = Zz 二 CC， —1 二 zx 二 1 
UR 
4 st 4 G3 > 
1s ZX=0 
例 22 et 0<z<1, 求 |f(z)dz. 
223 5 Zz>1 
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(1) 


(2) 


解 : 由 题 可 知 ,zx 二 0 是 f(z) 的 第 一 类 间断 点 , 故 在 (一 co, 十 oo) 内 ,f(z) 不 存在 原 孙 数 ;而 Zz 二 
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元 十 局， 过 0 
3 


pe 过 要 
因为 zx 王 1 是 f(z) 的 连续 点 ,所 以 f(z) 的 原 函 数 在 z= 二 1 处 连续 , 即 
li (+z+C)= 1 (于 十 C)= 入 十 C 三 二 三世 二 人 用 
站 3 2 we 2 3 5 2 2 3 3 6 2 
TG z=0 


4 
瑟 十 言 十 Ci | 


题 型 29 ” 含 对 数 函 数 、 反 三 角 函 数 的 不 定 积分 


思路 启迪 : 用 如 下 三 步 法 能 解决 . 
(1) 次 微分 法 : 车 对 数 函 数 , 反 三 角 函 数 的 导数 是 另 一 部 分 的 常数 
(2) 分 部 积分 法 : 若 对 数 函 数 \, 反 三 角 函 数 的 导数 不 是 男 一 部 分 的 常 
数 倍 , 则 设 对 数 函 数 、 反 三 角 函 数 为 u(x), 而 另 一 部 分 不 通过 作 变 量 
代 换 可 得 出 积分 , 则 用 分 部 积分 法 ; 
(3) 变量 代 换 法 : 如 果 另 一 部 分 需要 通过 变量 代 换 才 可 积分 , 则 直接 
将 对 数 函 数 、 反 三 角 函 数 设 成 变量 二 


例 23 求 下 列 积分 : 


GD in Cz to mt rs; (2) | ne de 
(3) | z?arccos zdz ; (0) | BE dr， 
(5) | EE dz | 一 ay 二 4: 
解 ; DT= | (eole 二 全 于 (四 代 二 二 的 
-pe 


一 去 ICz 十 o) 十 寺 In'(z 十 下 十 C 
V1 2arctan x 
< | A rans dz 一 下 |G 上 2aretan ztdGl 十 2arctan zx) 


= 村 (1 十 2arctan zi GG 
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1 7 
(3) | Xarccos zdx 一 3 arccos 远 -| A 用) dz 
一- 于 marceos z+ 二 | A d(z’) 


= 证 zrarecos z 一 汪 | MI 一 到 az 于 二 | 三 


二 计 2artcos 这 千言 (1 一 — zx )} 一 千 V1 一 x 二 C 


(4) | 下 天时 研一 下 (二 )= 一 到 王 关 十 二 | 十 .二 dz ER 


(5) | sp qz = 一 | 二 zd( 二 ) arcsin ed 


二 


Ze 


1 
| el( 二) 太后 
三 ln |t 一 V 龙 一 1 Ee 


1— zx 


所 以 | ps de —— ns +n|1— Me +c 


zx? 
(6) 令 arctan Vz 一 1 二 t, 则 


Vr—1= tant;, r= tan’t+1 = sect 
dz = 2sec tsec ttan tdt = 2sec’ttan tdt 


所 以 j= | Lan te 。2seczttan tdt = ?|tan 。 tdt 


Sec 上 


= ?|csecz 一 1)tdt = 2|idtan ti 一 2 。 3 二 已 


一 2ttan 1 —2|tan 7 

= 2ttan t~—2ln|sect+t+tant|+C 

一 2 人 二 Tarctan Vr—1— ee 
题 型 30 ”复合 函数 的 不 定 积分 ， 
思路 启迪 : 先 来 出 本 数 表 达 式 ,然后 再 计算 不 定 积分 ， 


例 24 设 Fr 一 D=n- 关 7 Le(z)] 王 In z, 求 | PCZ)dz . 
解 : 先 求 出 函数 表达 式 , 然 后 求 不 定 积分 . 


a eq 区 下 让 
由 f(x? D=ln 元 一 7 = sy 1) ,得 f(x) 二 ln 


"eon (CI “一 
又 由 帮 Lp(Cz)] 王 In | ln = 得 2 光 = 一 Z9(Z) 一 了 一 


所 以 i 对 
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例 25 设 fln 站 一 9 二 2 ,计算 | 7FGz)dz. 

解 : 令 In z 一 4, 则 ze ,代入 原 方程 得 /(D) 一 te 
fd 

故 | /czdz 一 | 2 二 全 dr = |e tinct eda 


二 -ind 十 eo) 十 | NR eIn(1+e)+| 


En 
i. 
+C 


ee 


ee lnGL 二 eco) 十 | (去 一 二 =jde = 一 erlnGL 二 ee) 十 an] 


下 
例 26 求 不 定 积分 |z7' (2z)dz ,其 中 7(z) 的 原 函 数 为 sm 王 


ie 


解 : |xf’ C22)dz a |zaf’ 2x)dc2z) 
志 寺 zf (2z) 一 | Ford ds 


因为 并 宪 为 (zx) 的 原 函 数 ,所 以 f(z) 一 (并 宇 ) 一 2 并, 于 是 


I 


FC22) = 2zcos 27 一 Sin 2x 


4 
故 |zf’ C20) dr = Ee 二 于 一 二 | fc2z)d(2z) 
一 256655 2 天 一 Si 2 工 sin22 
了 8 4 2x We 


ls ws 
= 才 cos 2x jzsin 2z 二 CC 


题 型 31 计算 隐 范 数 的 不 定 积分 


思路 启迪 : 计算 隐 函 数 的 不 定 积分 时 ， 先 把 该 函数 转化 为 参数 方程 的 形式 . 设 
二 y(ZX) 是 由 方程 (x,y) 二 0 确定 的 隐 函 数 , 如 能 把 它 写成 参数 方 


各 形式 | (0) , 则 xdr 一 yDzKDae = PCD 二 Ca 由 此 可 得 
|>dz = FIACz)THC( 其 让 二 1Cz) 是 二 0 的 反 函 数 
例 27 设 y=y(z) 是 由 方程 y*(z 一 y) 二 zx? 确定 的 隐 函 数 , 求 不 定 积分 | ey 


解 : 令 ; 则 y 二 二 ,代入 所 给 方程 得 


i 1 
万 全 一 办 

a 1 
> 0) 
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于 是 | = ja dt |(3—2)a 


= 3t—2in [zt |+C = = als|2|Fc 


例 28 设 > 一 y(z) 是 由 方程 yz 一) 一 确定 的 隐 务 数 , 求 不 定 积分 | 一 
解 : 令 二 zx 一 y, 则 ?一 zx 一己 代 大 所 给 方程 得 


= 


a 
芯 一 1 
J 
i 1 (23) ， 
于 是 | 二 dz=| 并 亲人 店 一 入 i | 
Fl tl 


= 去 In|# 一 1| 十 C 三 序 In| Co 


第 4 章 定 积分 


@ 重 要 定理 .公式 和 结论 


4.1 定 积分 的 基本 性 质 


CD 定 积分 上 fCz)dzr 一 tim 3 CSDAz 是 一 个 常数 值 ,这 个 值 具 与 被 积 函数 及 积分 上 、 

下 限 有 关 , 而 与 用 什么 字母 表示 积分 变量 无 关 , 即 
| readz=| rod=| roode… 

(2) | rcodz =—| 7copdz,| f(z)dr =0. 

(3) [dz =6—a. 

(9 | f(z 和 z==| 7Gzydz+| f(z)dz (也 称 对 积分 区 间 具 有 可 加 性 ,可 推广 到 可 列 个 ). 

(5) [kf Cz)dz 二 | f(z)dz,k 为 常数 

(6) | EAD 士 户 Co) 士 … 士 户 CzD]dz 一 | f(z)dzt| f(z)dzt… 土 | f(z)dz. 

(7) 比较 定理 设 FKz)<g(z),zE[a, 中 , 则 | f(x)dz<<| sczdz， 
推论 : @ 车 /(z)>>0, 对 任意 的 zxE[a, 习 ,有 | f(z)dz 之 0; 


® frewarl<T Hl. 
(8) 估 值 定理 . 设 函 数 f(z) 在 La,51] 上 连续 ,有 征 m 二 f(z) 三 M,zE[La,6b], 则 
ey <| /fwdr< Mo—a) 
(9) 积分 中 值 定理 ” 设 函 数 f(z) 在 La,5] 上 连续 , 则 在 La,5] 上 至 少 存在 一 个 &, 使 得 
| Fepdz = (6 一 Df( ,a<e<6b, 也 可 写成 fC 一 二 -| f(z)dz ,此 式 称 为 f(z) 在 [as 总 
上 的 平均 值 公 式 . 


4.2 重要 定理 


定理 1 设 函 数 /z) 在 [a, 丰 上 连续 ,对 于 任意 的 zE [a, 眉 , 则 变 上 限 积分 F(z) 一 |/ (Dd 
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对 z 可 导 , 且 有 ECz) 一 (| f(Ddt)’ = f(z). 


推论 : 设 函 数 /(z) 在 [a, 轨 上 连续 ,函数 wz) 可 导 , F(z) 一 | ”7CDd , 则 
F(z) = f(g(z))9 (z) : 
定理 2 设 函 数 f(z) 在 [4,5 上 连续 , 则 Fz) 一 | f(x)dt 是 (在 [as 疝 上 的 一 全 原本 数 


注 : 如 果 已 知 /(z) 在 [a, 妇 上 连续 ,有 关 命 题 证 明 过 程 中 要 作 辅 助 画 数 , 则 | f(t)dt 二 F(z) 


是 一 个 很 好 的 辅助 函数 . 
定理 3( 牛 顿 - 莱 布 尼 茨 公 式 ) 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,F(z) 是 f(x) 在 La;b] 上 的 一 个 原 
函数 , 则 


[faz = | = Pb) = Pa) 


注 : 函数 /(z) 在 [a, 刀 上 是 连续 的 ,否则 结论 不 三 定 正确 :例如 ; 直 了 dz 冯 0 是 错误 的 . 上 上 


4.3 重要 公式 
公式 1( 对 称 区 间 的 积分 ) 设 FCz) 在 [一 ,中 上 连续 , 则 
0 (f(z) 是 奇 函 数 ) 六 
?| f(z)dz (f(z) 是 偶 函 数 ) 
公式 2 设 f(z) 是 以 T 为 周期 的 连续 函数 ,a 为 任 一 实数 , 则 
| fod = | fdr Rd 


| reodz 呈 | [fe) jas | 


2 
公式 3 外 ve dz= 八 
将 2 2 a 。 “ 志 :1 (n 是 奇数 ) 
公式 4 和 sinzdz 一 人 cos"zdz = 1 3 1 | 
1 其 三: |/ SE 
一 ps 2 2 (是 偶数 ) 


公式 5( 三 角 函 数 族 的 正 交 性 ) 
| sn azsin Brdz = | sin arsin Brdz = 
RR NE B 


0， & 天 
2r 下 
sin azcos Berdz = |: sinagzcos Brdr = 0 


| eos arcos Brdz = 由 cos azcos Bedz = | 
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公式 6( 定 积分 的 分 部 积分 法 ) 
设 u 二 ul(z),v 二 v(z) 在 [a,6] 上 具有 连续 导 函 数 , 则 有 分 部 积分 公式 : 


b [2 b 
| u(xz)dv(zx)' = wa -| U(X)dul(z) 


公式 7( 定 积分 的 换 元 积分 法 ) 
设 函 数 .FGz) 在 Le, 要 上 连续 , 令 z=y(t) ;车 pC) 满足 条 件 : 
(1) g (是 连续 的 , 且 w (2) 关 0; 
(2) pla)=a,9(B) = 在 [c, 8 上 变动 时 ; 工 在 [a,b] 上 变动 , 则 


[fwaz = | /IpW yy wa 
4.4 计算 定 积分 的 方法 


4.4.1 利用 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 计算 定 积分 
上 f(z)dr = F(z)|" = F(b) 一 F(a) ,其 中 FCz) 是 7Cz) 在 [a, 拉 上 的 一 个 原 函数 


= 1 
计算 I 一 | 大 ad 


解 : dyz 


sl 1 i 
=| Ws | sy 
=2arctan Vz | =2 (arctan J 


4.4.2 利用 换 元 积分 法 计算 定 积分 


例 2 求 下 列 定 积分 : 


a dz 1 jn(1 十 z) 
GD | 5 ;| 1 十 好 
ko wr A eR 


解 : (1) 令 zx 二 asin 如 dz 一 acos tdt, 且 z==0,t 二 0;zx 二 ast 二 邓 , 则 
I=| _ Qeostdt = Cosizds 


o asin t+acost o sint+cost 


令 民 一 为 则 


Ka nr gt | 


至 COS & 十 Sin 


互 . 和 证 
2 Sin 妈 i sint 
0 COs wt sinu 0 cost sint 


i = 
故 2 一 上 dt 一 于 ， 即 1 二 = 各 


(2) 令 z= tanisdz = sec’tdt,z = 0t= 0;z= 1,t= 全 , 则 | 


EE 4 lIn(1 tan zt) 


a = 
"ee tdz 上 ln(1 十 tan Ddt 
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窒 世 = 于 二 f ; 则 :dt 二 一 dw;zt= 二 0 i i 0. 手 是 


4 
1=|, in|1+tan(—u) |—dw) = (1 十 诗 外 二) 配 


YE tantNi = 二 人 侍 i 
= 疝 (1 十 二 如 划 )4=| 2 上 第 放 , 吉 坟 


= 学 起 2 一 | ln(1 十 tan 六 二 


于 是 21 = In2, 即 1 = -8In2 


4.4.3 利用 分 部 积分 法 计算 定 积分 


| adacz) = uz)uz)| 一 | zcopadxkz) 
例 3 计算 下 列 定 积分 . 


ey¥| lt dr; (2) Jarcsina /= a 


解 : ea .2 Bt 一 +o | hs: 于 二 遇 


Se 
i zh] 
三 上 oli 交工 用 证 
二 hn 人 2 ns 3ln2 
(2) | arcsin Fi 
要 % Ee 1 1 lL 1 
= warcsifi Ee a a er Eh 
i vn 
全 3 i 
3 Ee 
py ’ 2 s+ 1) 
县 3 (/z) 十 1 一 1 = a 1 | 
i hE 5 dwr- = Tn 下 CE 十 1 dv 并 


= x 一 人 3 +arctanVz| = x—y3 一 Sx/3 


4.5 到 常 积分 


Wa 积分 区 间 为 无 穷 的 积分 (也 称 无 穷 积分 ) 
GD)| Acadz 二 lim| f(z)dz 若 右 边 极限 存在 , 则 | 7repdz 收敛 , 否则 


| readz 发 散 ; 
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C2) rapdz = lim| rcadz， 若 右边 极限 存在 , 则 | fCz)dz 收 至 ,否则 ， 
| Fezdz 发 散 ; 
(3) 人 fwdz=| Hz)dz 十 | | Fed ,WE 权 当 
右边 的 两 个 极限 均 存 在 时 ，| ”f(zx)dz 收敛 ,否则 发 散 . 
2. 无 界 函 数 的 瑕 积分 
(1) 对 于 积分 | f(z)dz ;车 lim f(z) 二 0, 则 z=b 称 为 函数 f(z) 的 瑕 点 ， [faar :二 
a rm-eh a 
| f(z)dz ; 若 右边 极限 存在 , 则 | /(z)dz 收敛 ,否则 发 散 . 
(2) 对 于 积分 | f(z)dz ,车 im f(z) 一 o3, 则 z=a 称 为 函数 沁 (z) 的 瑕 点 ,| f(z)dz 一 
lim| f(z)dz ;车 右边 极限 存在 , 则 | f(z)dz 收敛, 否则 发 散 
全 二 < a<c<b,limf(z)=00, 则 ZX 三 c 称 为 函数 jz) 的 形 点 ,有 
| rodz= | re 到 +| fd = 加 | fC)dzt+ iim| fC)dz 
a a c 2 0t chy 
b 
当 且 仅 当 右边 两 个 极限 均 存在 时 , 瑕 积分 | 有 (z)dz 收敛 ,否则 发 数 


3. 反常 积分 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 (基本 上 同 定 积分 运算 ) 
设 F(Cz) 为 f(z) 的 原油 数 . 


GD) | fdz = FCD| ”= FC+eo) 一 Fa), 其 中 FCHep) = limF(e); 
| Fapdr = F(z)| = FUD) 一 FC-co), 其 中 EC oo) = Jim Fn 
[rapaz = FaD| +RD| 一 FCTco) 一 PC 二 Fo 一 FCco)， 
(2) | fdr = FCz)| 一 Fi) 一 Fa) 
Cr 一 ! 为 函数 7(z) 的 现 点 , 即 lim f(z) 一 oo, 其 中 FCO) 一 iaRCz))， 
| reapdz = F(z)| = F()— Fat) 
(zx 二 a 为 函数 f(z) 的 瑕 点 , 即 lim f(z) 二 oo, 其 中 Fa )= lim F(z)); 


[far = Fb) — F(a) RY Ea) 
(其 中 z=c 为 函数 f(z) 的 瑕 点 , 即 lim f(z) 二 o0). 
注 : 当 且 仅 当 广义 积分 收敛 时 , 常 义 积分 在 对 称 区 间 上 的 奇偶 函数 积分 的 性 质 才 保留 . 
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@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
4.6 与 定 积分 的 定义 和 性 质 相 关 的 命题 
题 型 32” 定 积分 的 估 值 


思路 启迪 : 定 积分 的 估 信 问题 是 指 确定 常数 m,M, 使 m(b 一 a)<<| f(zDdzr 过 


M(6b 一 a) 成 立 , 其 中 M 要 尽 可 能 小 , m 要 尽 可 能 大 , 即 Mw 分别 接 
近 于 f(z) 的 上 下 确 界 . 方法 如 下 : 

(1) 求 出 f(z) 在 积分 区 间 [a,6] 上 的 最 值 , 定 出 f(z) 的 范围 ,或 者 用 
不 等 式 放 缩 法 写 出 f(z) 在 [4,6] 上 的 界限 ; 或 者 将 前 二 者 结合 得 出 
f(z) 的 适当 范围 . 


(2) 利用 信 值 定理 或 比较 定理 对 | f(x)dz 进行 估 值 


例 4 设 函 数 SCz) 一 | | cost | dt， 
(1) 当 为 正 整数 , 且 nx 过 z 二 (% 十 Dx 时 ,证 明 :2n<<S(z)<<2(n 十 1); 
02) 求 im SC 
解 : (1) 因为 |aas i NT<Z<< (2 十 1)xy 所 以 
F | cost | di < S(z) = hn |cost|dt 
又 因为 |cos zz| 以 zt 为 周期 ,所 以 
[leosil d=a| | costl d= 2n 


(ml)x 3 
L leost| di= (n+D| | cost| dt=2(n+l) 


从 而 有 2n 才 SC(z) 过 2Cn 二 1). 
(2) 当 nr 一 (2 十 1)x 时 ,由 (1) 得 
2n (ZX) Ag nm, 
re > nn 
2GEt 
本 yr ee nn Ls 


所 以 ,由 夹 台 定理 得 lim 2 一 全， 


A 


et 


汪 
2 
0 


例 5 证 明 ， 中 二 <| (Why 


A 
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1 
sh 机 


即 


(2) 令 f(x)=v 1 ey [1 


ft) = = 
2vV1l+z: 1 二 + x 


邻 了 (z)=0, 得 z==0» 又 f( 一 十 fQ)=y2,f(0)=1; 所 以 If(z)<AY2. 
上 式 两 边 对 zz 在 [一 1,1] 上 积分 ,得 不 出 右边 要 证 的 结果 , 故 对 f(z) 重 新 分 析 . 显然 
1<f(z) = VIi+tz < Vi+2z+z 王 1 十 之 


了 1 1 1 a A 
则 2=| dz<| far<| tr)dr= 3 


有 全 要 和 cide es 
有 ~ 区 Ni 
例 6 证 明 不 等 式 :InCn 十 1)<1 十 广 十 … 十 二 之 1 十 In 
证 : Ino+D 一 | Taz=| Laqzt| 工 dz 二 十 | dy 
py ; 兹 ; 鸡 Kr 
令 f(z) 一 士 ,显然 f(z) 在 (1,n 十 1) 单 调 下 降 ,于 是 
FG Le FC (i = 1,2,"°,n) 
2 3 n+l 
In(n 二 DD 三 | 地 dz 十 |, 吉 dz 十 … 十 | 二 dz 一 1 十 吉 十 … 十 二 
ey on 人 n < 
mn 一 上 laz=] 二 dz 十 | . z+ 二 | 到 dz 
< El wd 
> | 去 dz 十 | .二 dz+ 语 … 于 村 证 
1 


于 十 … 十 二 <1 十 in 刀 


综 上 ,可 得 In(n 十 1) 志 1 十 5 


题 型 33 变 限 积分 的 求 导 问题 
思路 启迪 : (1) 设 函 数 f(x) 在 La,b] 上 连续 ， 函数 A Ei 
| fq , 则 
F(z)=f(g(ENY (2) 
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推论 : 设 函 数 PCz)?4Cz) 可 导 ,GCz) 二 Fod 则 ， 
G'Cz) = f(g(z) 9 (7) — f(y YZ) 
(2) 对 含 参 数 的 函数 F(z) 一 GD 由 或 FoCD) 一 二 有 


dt 求 导 时 , 先 将 工 移出 被 积 函数 .。 

(3) 通 到 定 积分 或 变 限 积分 中 的 被 积 式 合 (gCz)) 的， 一 一 般 用 变量 
我 换 & 王 交 2) 将 pz)7 变 为 了 GOD， Wi 

下 限 . 


NY BB 


例 7 设 7(z) 为 连续 函数 , 且 F(z) = |，/(Ddi , 求 F(z). 
解 : F(z)=f0B zn z)'—f() (二 ) = 二 dn xz) 十 十 f( 十 ) 


例 8 设 f(z) 为 连续 函数 , 求 2 | f(zt pa. 
解 : 将 工 移 出 被 积 函 数 , 令 区 =zx 十 ty; 则 dz 二 dw, 上 且 t=1 时 ,w= 二 zx 十 1;t 二 2 时 ,wu 二 x 十 2, 于 是 
| rz+pd=| fd du 


df i De 
故 2| feztDa= EE) fe = 


例 9 设 rcz) 是 连续 函数 , 求 F(z) 一 | zf Cea 关于 xz 的 导数 . 


2 学 2 下 
解 : 因为 F(z) 二 zf (ter) 由 一 一 = 网 fw du ,所 以 


到 区 er 1 
Fn) = (C0), feddut re) | coda] 
2 
> zt Der|. fwWdut + (ze*)[f(zte) (ze) 一 Fersin zx) (esin x) ] 
= = fut ro) LC2e) gta)e f(sinz) Ginz+ ons De 


-三 (1—x)f(te d+ f(a er )(27r 2) rflesin dz) (Sin zt cos TS 


We 各 种 类 型 定 积分 > 的 计算 


题 型 34 ” 求 分 段 函数 的 定 积分 


思路 启迪 : 首先 分 析 积分 上 下 限 是 被 积 函数 定义 域 中 哪个 区 间 段 上 的 让 ， 然后 
按 段 积分 . 另外 ， ER EE 则 
先 作 变量 代 换 ,使 之 变 为 简单 形式 . 和 
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5 o 才 zxz<<1 
例 10 设 Fz) -2 l1<z<2 ; 求 PCz) = | fa e 


解 : (1) 当 z<0 时 , F(z) =|.0d=0: 
(2) 当 0<z<1 时 , F(z) = id a 5 : 
i a NN 
(3) 当 1<z<2 时 , F(z) 一 | 地 十 | (2 Ddt = 去 十 (2 | =2z Sl; 


(4) 当 z 宇 2 时 , F(z) 一 | 十 | @ 上 上 坝 洲 + [od re 


0， z=0 
二 0 过 zz 去 1 
综 上 ,有 FCz) = | f(Dd = 
Ql ls 
5 二 23 
ZX=0 
1 十 是 ” 
例 1 设 f(x)= 站 ,计算 | f(z 一 2)dz. 
Itz’ ?2 
解 : 令 zx 一 2=zt, 则 


| re-2dz=| WE 反动 dz 


=| 车 Le i a 


=| 太一 )de +inG 十 z)|， 
=InT | 十 下 2 一 一 于 一 ln(e+D) 
题 型 35” 求 含有 绝对 值 符号 的 定 积分 
思路 启迪 : 念 绝对 值 符号 内 的 式 子 等 于 0 得 出 被 积 函 数 f(z) 的 若干 零点 ,再 据 
此 把 积分 区 间 分 成 车 干 个 子 区 间 , 各 子 区 间 上 的 被 积 函 数 的 绝对 值 
就 可 以 去 掉 了 (注意 符号 ), 然 后 按 黎 积分 . 
例 12 求 下列 积 分 : 


e 4 
GD | lnz| dz (2) | lz —2r—3ldz; 
(3) | zlz 一 zldz， | VI sn adz. 


解 : (1) 令 In z 王 0 一 z 王 1, 则 
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I 二 一 [eas 1 本 天仙 下 村 a 
a 1 4 2 1 La 
= 一 二 十 (1 一 十 )+e 一 (e 一 DD 二 2 一 2 
ee e 已 
(27 今 工 :一 27 一 3=(z 一 3)(x 十 1)=0 过 z= 二 一 1,z 二 35 则 
I=|_(z*—2z—3)dz—| (局 一 2z 一 3)dz 十 | (x —2z—3)dz 
-5 一 3 


3 3 3 4 


-本 
199 
3 - 
(3) 因为 0 一 z 委 1, 所 以 当 <c 委 0 时 ,有 
| zlz—aldz =| zx(z—odz = 于 一 全 


+ 全 - 


ZI 3 


当 0<a 二 1 时 , 令 x 一 a 二 0=>z 二 a, 则 
[zlz—al dz 一 [za -Ddr+| zcz 一 odz 


da 
Bi” 2 十 6 3 2 十 本 
当 a 宇 1 时 [ziz—aldz= | za— zdz= 于 


(4) rw), V (cos Tz— sin x) dz = 上 | cos zx— sin zl|dz 
-| (cos 工 一 sin z)dz 十 | -Csin 工 一 cos 工 )dz 


一 Csinz 十 cosz)|， 一 《sin 广 十 CO5 之 》 2 一 2 
4 


题 型 36 ” 求 被 积 函 数 中 含有 变 上 限 积分 的 定 积分 

思路 启迪 :1) 利用 定 积分 的 分 部 积分 法 . 此 时 , 变 限 积分 选 作 求 导 对 象 , 即 令 
u(z) 二 变 限 积分 ,另外 的 部 分 选 作 dv. 
(2) 利用 票 次 积分 更 换 积分 次 序 .” 


例 13 (1) 设 f(z) = [eedy 计 和 了 = | fedz : 
2 3 
(2) 设 f(z) = | 天 本 了 二 | renpdz. 


解 : (D1=| (| edy)dz 


= TE yay) | eDiets 
z(|- & dy)| 十 | ze dz 


a a RE 
二 0 十 € [ze dz 二 pe € 3 poe 
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WI= (| eady)dr=z(| edy)| + | re a | edy+a 
| yt evdy=| yeY dy+| edy 
1= | 证 一 一 二 | = 一 二 et 十 十 

另 解 :I 二 | ([ ev dy)daz=| evdy| dz=| yeYdy 一 去 e+ 十 唐 
例 14 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ， | readz 二 攻守 中, 了 = | (| f C2706)dy)az. 
解 : 1=| (| rcopyropody)dz=| ra(| fdy)dr 

=| (| fwdy)a(| fa) 
+ (fedar)f dz 
一 0 十 | (| fewer)a(| vce) = 去 (| fd) |,= 仿 


题 型 37 求 对 称 区 间 [ 一 4, 们 上 的 定 积分 


思路 启迪 : 凡 过 到 对 称 区 间 上 的 积分 ,首先 要 想到 的 是 验证 被 积 函 数 (zx) 的 奇 
偶 性 ， 


(1) 车 f(x) 为 奇 函 数 ; 则 积分 为 零 , 即 fs- PRT 0 


(2) 车 f(z) 为 偶 函 数 , 则 这 名 A 


(3) 车 f(z) 非 硼 非 偶 ; 则 作 负 变换 : 令 工 二 一 二 di 
注 : 在 对 称 区 间 [一 2 he 若是 间 奇 非 人 三才 ， 则 可 将 


bo 匠 并 字 全 以 娄 细 守 OE 皮 秽 
FD RAE ts Fe)] 外 入 小 钨 
因为 f(z) 十 /( 一 z) 是 偶 函 数 , f(z) 一 (一 zx) 是 奇 函 数 , 所 以 
[war = (+f Ht E5760 fz 
Sd 
= 了 二 | [f+ fz) Jdr | eA 


例 15 计算 | (VI 干 到 十 zx) dz. 
解 : 原 式 三 十 之 十 中 红 让 二 站 承 )dz 
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=| 2zv 环 过 dz 二 | G42r)dz 


= ot2| a 十 2z2z)dz 一 (8 页 到 


例 16 设 a,6 为 正 实数 ,| (z 十 c)cos(z 十 c)dz 一 0? 试 确定 < 的 值 


解 : o=[ (ztocos(ztodr te 


ucos udu 
arc 


zcos 刀 为 奇 函 数 , 要 使 | ueos udu 二 0 ,; 则 65 十 c= 一 (a 十 c); 即 < 一 -一 (atb). 
例 17 设 f(z) 在 [一 a,a],a 宇 0 上 连续 ,计算 
kes= | [eter fr tH (re Fr) dc 
解 : wa fj eal RT 
二 二 HC 2 十 | ew:[f(z) 和 
二 0 十 0 兰 0 


(因为 z[f(z) 十 f( 一 z)j 和 ew*[f(z) 一 f( 一 zx) ] 都 为 奇 函 数 ) 


(1) 证 明 ; | rcogcopdz 4| scoDdz 


(2) 利用 (1) 的 结论 计算 定 积分 | | sin z| arctan erdz. 
证 : (1) 因为 不 知 7f(z)&(z) 是 奇 函 数 还 是 偶 落 数 , 则 令 z 一 一 ,那么 
1=| capgczdz 


=$| [fg + f(z)g (—z)Jdz 
=$| [CfoDgD) tf rg) Jdz 
=$| Lf + lg(z)dz 
=3A| gdr =A| g(r)ar 
4 1 
故 | fen dr =A| g(D 


(2) 取 f(z) 一 arctan eryg(z) 一 |sinz| sl 二 和 于, 则 f(z),g(z) 在 | 一 至 ,至 | 上 连续 , 且 
g(Z) 为 偶 函 数 . : 
因为 (arctan er 十 aretan e*)' 二 0, 所 以 arctan ie* 十 arctan e “一 及 令 z 一 0, 得 A 一 2， 
于 是 
f(z)+ fz) 一 2 
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六 二 = 可 | si 站 受 了 沅 
故 | snzlaretan edz = 于 |, |sinzldz = , Sin zdz 一 7 cosz)|， = 至 


题 型 38 ” 求 周期 函数 的 定 积分 
思路 启迪 : 利用 定 积分 的 性 质 : 设 f(z) 是 以 丁 为 周期 的 连续 函数 ,a 为 任 一 实 
Co ET eT 


(2) | fndz = | repazs | fe Ye ‘网 


1004x 
例 19 求 | 。 sin2(2z)(tan 工 十 1)dz . 
解 : 因为 sin2(2z)(tan z 十 1) 以 天 为 周期 ,所 以 


原 式 = | sinz(2z)Ctan z+ Ddz < int C22) tan zdz 十 | So Co ds 
0 = 三 芭 


嫌 E [i 1—=cos(dr)y\_ x 
=0+| .sim(zz)az=| J dx 一 
例 20 设 f(z) 是 周期 为 2 的 连续 函数 . 


(D) 证 明 对 任意 的 实数 ,都 有 | f(z)dz 一 | f(z)dz， 
(2) 证 明 G(z) =| [27 一 | f(s)ds ]dz 是 周期 为 2 的 周期 函数 . 
分 析 : (1) 利用 定 积分 区 间 的 可 加 性 证 明 ; 
(2) 利用 (1) 的 结果 和 周期 性 定义 . 
解 : (1) 对 任意 实数 1, 都 有 
[rar=| rodz+| tart) fen)dz 


化 一 工 一 2 


而 | readz | Fe+2dx=| f(Ddu = | radz 
从 而 | readz+| fordr =0, 故 | Fcodz 一 | f(z)dz 
(2) 由 (1) 可 知 ,任意 实数 :都 有 | Acadz 各 | ,Keepdza, 记 | fds 二 a , 则 


en 中 0 
rH2 Es 
人 CC z| EE PE 2| fCDdrtar 
T+2 2 
三 ?| FB 2 = ?rod 一 24a=0 
故 G(z) 是 周期 为 2 的 周期 函数 . 
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题 型 39 求 被 积 函 数 的 分 母 为 两 项 ,分 子 恰 为 其 中 一 项 的 定 积分 


1 bb ( ) 》 ~ 
思路 启迪 : 对 形 如 | -at Se cd 的 积分 ,所 作 代 换 满足 以 下 两 点 要 求 。 


(1) 变换 前 后 积分 上 下 限 不 变 , 或 者 交换 位 置 ; 
(2) 变换 后 ,分 母 中 的 另 一 项 代 换 了 分 子 中 的 二 项 . 
例 21 求 下 列 积分 : 


和 1 
Cl 人 
,| 1 十 (tan xz) | rn | i 


| 3 (tan x) 
一 姜 一 一 一 一 zd( 二 起 二 | 一 一 dz ， 见 
’ “2 > / 1 十 (tan x) 则 


t= 二 站 一 z 


解 : (1) 工 


二 a 
2 a | Se 


2 
A= | ld lesEe1 
CD 


题 型 40 求 由 三 角 有 理 式 与 初等 函数 通过 四 则 运算 、 复 合 运算 或 变量 代 换 所 得 
式 的 定 积分 


思路 启迪 : 这 类 题 的 一 般 解法 是 作 变 量 代 换 常用 的 变量 代 换 如 下 
(1) 若 积分 限 为 [0,z, 则 令 :二 x 一 
C2) 车 积分 限 为 | 0 到 |, 则 家 1 二 宇 一; 


(3) 车 积分 限 为 | 0, 下 |, 网 令 :一 至 一 z; 
(4) 车 积分 限 关于 原点 对 称 ; 则 令 1 二 一 xz. 
例 22 求 下 列 定 积分 : 


es 4 
ea pr ee pe (2) | lIn(1 二 tan zx)dz. 


解 : 7 ZXsin’ x dr | (x — usin du) 


0 1 十 cos:z x 1 十 cos2z 


sin’u “一 | zsSin3z 
re 于 
> etn dz 一 | LSIn 
1 二 cos:z i 
[ns err lL— eos x 
于 是 = 0 i | 1 十 cos 本 
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™ x 
=—2xarctan(éos 元 ) 3 NCOS 审 | 二 让 2 | 


故 1= 专 (x 一 27) 
| 
Rs 


(2) 1= [In ttan 相生 一 一 一 人 [+an( 于 下] 于 do) 


= na[i+taa( 于 -可 ] 岂 =| [+ 诗 辐 区 ]d 


-= | (二 2 一)dz = Eln 2 二 ln(l 二 tan x) |dz 


= 了 cE 
于 是 21=| ,In2dz 一 下 mn2， 故 I 一 入 mn 2 
例 23 计算 1=| "zlsin zldz. 
nx 一 TIX 一 立 0 

解 : 1=| zlsinzldz ee | (nx—D|sin(nx—t)| (— dt) 

=| or 一 zlsinzld 

一 zi| lsin zldz 一 | "zlsinzldz 

0 0 
LN a 

故 一 n| sin zdz nx 


注 : 本 题 用 到 了 周期 隐 数 的 积分 性 质 
lsinzldz= [lsin zldz 


例 24 求 定 积分 | an dr 


解 : 积分 区 间 | 一 去 ,各 | 是 对 称 区 间 ,但 被 积 函数 /(z) 是 非 奇 非 偶 函 数 ,于 是 令 z 一 一 “, 则 


TI= | inz qr SE | sin?t d= | Sin 之 


= 和 下 EC 要 夫人 ee 
Li dn 地 Si2 元 el Sc 1 1 
we Ee br 


二 去 | sin2zdz 一 人 sin2zdz 【〔 因 为 sin:x 是 偶 函 数 ) 
i 汪汪 
= ;| (1 一 cos 2z)dz 4 


题 型 41 ” 定 积分 等 式 的 证 明 


常用 定理 有 : 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 性 质 、 微 分 中 什 定 理 、 定 积分 的 性 质 、 重 要 
定理 及 换 元 积分 法 、 分 部 积分 法 . 
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1. 只 告知 被 积 函 数 fx) 连续 的 命题 的 证 法 
思路 启迪 : 利用 拉 格 朗 日 中 信和 定理 或 其 推论 . 


例 25 设 函 数 f(z) 在 [一 1, 由 上 连续 ,上 且 f(x) 在 x=0 处 可 导 , 天 (0) 关 0. 
(1) 证 明 : 对 于 YzxE[ 一 4y 癌 , 存 在 9E€ (0,1) ,使 得 


[rwat | Fod = zL7(r) — f(A)] 
(2) 求 limm 4. 
证 : (DD Pe fat | fw)dz,;F(0) = 0 , 则 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 9€ (0,1)， 


使 得 
F(z)—F(0) = (zr—0)F’ (Ar) 


而 PCD 一 [| d+| rpd] = f(D -fH 

故 FC) = WY 

即 [pedart| fd = ze) 一 At) GD 
(2) 式 (1) 两 边 同 除 以 产 得 


外 rod 二 | fa Ca 一 
x 


TX 


上 式 两 边 取 x>0 时 的 极限 , 则 


| pe+| fa 
i 


= 
i 2x fC0) 


i (TN 
2 并 


I»0 


_ 1 fe) — fb) 1 fCO+O)— FO— br) ,on 、 
右边 = lim = lim 2 €20) = f (0) lim(20) 


则 lim(20)= 1=> lim0 一 六 
2. 由 定 积分 所 构成 式 子 的 证 明 


思路 启迪 : 利用 定 积分 的 换 元 积分 法 ,变量 代 换 可 按 以 下 步骤 进行 : 
(1) 将 定 积分 等 式 一 端的 积分 变量 改写 为 w, 另 一 端 仍 为 工 3 
(2) 比较 两 端 被 积 函 数 或 其 他 主要 部 分 的 形式 : 
@ 车 一 端 为 f(z), 另 一 端 为 f(gp(w))s 则 令 广 二 g(t); 
“@ 若 二 端 为 (ZY), 田 二 端 为 f()， ES 
的 上 下 限 来 确定 . 


QF 网 


例 26 设 函数 /(z) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 : | zf (sin TX) dx = | fCsin zx)dz. 
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分 析 : 比较 fCsin zx), f(sin ww)= f(sinGr=w)) A w=A 一 d 
证 ， I =| zf Gsinz)dr Es | Gr—wf sin(r—u)) (—du) 


一 | Fesin zaz 一 | zfGinz)dz 
于 是 I= | fcsin z)dz = 于 [| fcsin z)dz 十 | fCsin z)dz| Ga 
而 [fsin zydz- 生 一 二 | 7Gsin(x 一 D)C-d) 一 | fCsin z)dz ,代入 式 (1), 得 
2 有 
[zf Gin ZX)dz = | fesin Xx)dr 


; 7 
例 27 设 /(z) 连 续 ' 计 算 1 一 |， ea 让 交 二 
分 析 : 为 计算 ,要 先 证 明 


4 
时 PCSEE Zz) 
I | 


a FLQ a} (9Q—) 
d= | a 


A = se 
比较 : 03 二) 十 J(9 一 x) ep a ; 则 3 十 z= 二 9 一 w; 即 uw 二 6 一 xz. 
-| 
二 : ! | A 站 dz ) 

i 2 

ef (a 

= [3 = a 
| | SH 


例 28 证 明 : | edi 二 ef etd. 


du 


分 析 : [ea 一 ee dt = [ea 二 | er a 


2 2 


比较 er 与 E 可知 ,应 令 zt 一 姜 一 主 (Z 一 起 ); 则 4 一 4zt 十 (Zz 一 霹 ) 二 0, 进 而 


区 三 3 或 £2 Bi 
Te 


1 de, “TT 
全 29 证明, | .1 下 二 一 外 了 和 雪 : 
分 析 : 由 于 两 个 积分 的 被 积 式 形式 一 致 ,因此 , 作 变 换 只 能 从 两 端的 积分 限 去 考虑 . 通过 观察 ， 
应 作 代 换 : 一 二. 


人 1 1 
证 : 令 z 王 一: 则 dt 一 还 de 有 
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1 1 Es 
| 车 = 上 1 Ls 言 非 他 池 1 二 + 
3. 被 积 函 数 中 含有 变 限 积 分 或 函数 的 导数 (x) ,六 (x),… 的 命题 的 证 明 


思路 启迪 : 利用 定 积分 的 分 部 积分 法 . 一 般 讲 , 变 限 积分 选 作 uCz), 即 作为 求 导 
”对 象 , 男 一 部 分 选 作 dv; 含有 Te Ce 7 (z),… 的 积分 和 du=f (z) dz 
或 f(x)dz. 


例 30 证 明 : | | fdrdw=| aw)fGDdu. 
证 :|| foodrdu=| (| fod) du = ul feda| 三 | uf Cau 


< a| fod 一 | wf Cdu 本 [ CE 
例 31 设 函 数 f(x) 在 [0,11] 上 有 二 阶 连续 的 导数 ,证 明 : 
| repdz LA ee | zl — ZC) dz 


证 : GD = zz Cz) -| 22)f (a)dz 
=0—[Q—2z)/C)| +| 27cz)az] 
=f0)+/(0)—2| Fez)dz 

所 以 | 


例 32 设 f(x) 连续 , F(z) =| ff C24 0dr 证 明 ， 
FC2a) 一 2FKa) = fe(a) — f(0) fC2a) 
证 ， F(2a) — 2F(a) = [rfF Ga Dad—2) fF 2a— Dd 


=| ff (2a 一 | ff C20 Dd 
因为 [fdr C20 —Dd=— /Df(2a—D| 十 | "fC pO 
2a 
Sp 一 f(0) fC20) 守 | 六 烛 兰 闻 yC 生 
又 因为 [fa—dr Wd | ff C2a—w) a 


= | ff Qa—wdr=| fF 2a Dd 
故 F(2a) 一 2F(a) = f°(a) 一 Ko) 72a) 
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4. 被 积 函数 f(x) 具 有 二 阶 或 二 阶 以 上 可 导 的 命题 
思路 启迪 : 利用 泰勒 定理 证 明 . 
居于 于 荆 队 | 堪 和 欲 证 存在 EE [a;61; 使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 7 水 愉 作 辅助 函 
数 , 证 明 过程 中 要 用 到 最 值 定理 与 介 值 定理 ; 
(2) 车 欲 证 存在 #E (asb) ,使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 ， 则 必须 作 辅 助 


函数 , 令 F(z) =[ ya. 


例 33 设 产 (z) 在 [一 a;a] (a 二 0) 上 连续 , 且 f(0) 二 0. 证明; 至 少 存在 一 点 &E[ 一 4y&jj, 使 得 
Fe = 号 | fr)dr 
证 : 将 f(z) 在 z=0 处 展 成 一 阶 泰勒 公式 , 即 
fz) = /C0)+f (0) z+ EAD 一 六 (0)z 十 大 Cr (WE (0,z)) 
等 式 两 边 对 工 在 [一 aya] 上 积分 ,得 
| reodaz=| rozdz+| fa = La GD 

因为 疡 (z) 在 [一 aa] 上 连续 ,所 以 A(z) 在 [一 a,a] 上 一 定 有 最 大 值 M 和 最 小 值 m ,使 得 
m1(z)<M, 则 m 和 (WDM, 于 是 

sn 
不 等 式 各 项 对 工 在 [一 a,a] 上 积分 得 

Pt 7 吉 

即 吝 a 之 | 去 8x*dz 之 党 a?, 结 合式 (1) 得 

a <| fwar< Ye 
即 m< 马 | f(zdr <M. 

由 介 值 定理 可 知 ,至 少 存在 一 点 GE [一 a,4], 使 得 /6) = 访 | f(z)dz. 


题 型 42” 定 积分 不 等 式 的 证 明 


思路 启迪 : 常用 定理 有 中 值 定理 、 定 积分 的 性 质 、 定 积分 分 部 积分 法 、 换 元 积分 
法 ,尤其 是 函数 单调 增 减 性 判别 定理 . 
常用 不 等 式 如 下 : 
(1) a 2abs 


(2) a>0 时 ,a 十 二 之 23 
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(3) 柯 西 不 等 式 : 设 f(z)w8(x) 在 Fas 杂 上 连续 ,由 
(| rcopgcodz) 过 (| fw dz) (| ecoadz) 
。 只 告知 被 积 函 数 f (x) 连续 、 单 调 ,或 只 知 f(x) 可 导 , 而 没有 给 出 更 多 条 件 
ci 


思路 启迪 : 一 般 利 用 辅助 函数 法 ， 
辅助 函数 的 作法 如 下 : 
将 积分 限 5( 或 数字 ) 改 写成 ,同时 ,也 将 式 中 的 6( 或 数字 ) 改 写 
。 | 让 成 zz; 移 项 使 不 等 式 一 端 为 0; 田 一 pe att de a. 
证 明 程序 : (1) 作 辅 助 函数 F(x); 有 全 组 中 一 诺 
(2) 求 F(z) ,判别 符号 ,从 而 得 出 FCD) 的 单调 性 芭 吝 页 喇 
(3) 求 出 Fa) ,F(CD) ,或 (a),F_(65), 其 中 至 少 有 一 个 为 零 或 忆 
知 符号 ; 
(4) 由 (2)、 (3) 即 可 得 出 命题 的 证 明 . 


例 34 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,和 且 单 调 增 加 ,a 二 0<5, 证 明 : 
| zf(z)dr 之 去 [ol de [fewaz| 
"3 | Wa 一 去 [zj rcpd 一 a f(z)dz | , 则 


pe [| fa +zf(z) | 


[z= [7d $F 


= 去 | Lrcae 一 fC]di 宇 0 (因为 f(z) 单 增 ) 
所 以 F(z) 单 调 增加, 于是, 当 5>a 时 ,有 (5) 宇 F(a) 二 0, 即 
[zf az S| foddz—al fC)dz| 
例 35 设 f(x), g(z) 在 La， 上 连续 , 且 满 足 


[faz>| ga 
: 2 Tela ,wb) 
| es | gdt, 
b 证 

证 明 : | zf (Wdr < | zg (zr)dz. 

证 : 由 于 所 给 条 件 可 写成 
[Er -0 
. zx€ [Lab) 


[Lf 一 so]d 二 
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结论 可 写成 | z[/C) — g(r <o 
于 是 令 F(z) 一 f(z) 一 g(z);G(z) 一 | PCD dt, 由 题 设 GU omelb ,Gtw= 
G0)=0,G (7)=F) 5 从 而 1 
b b b b b 
| Cd = | zdG(z) = 2G(z) | -| Ca 本 = 一 | Gs 
由 于 G(z)>>0,zE[a, 困 , 故 有 一 | G(x)dz 之 0, 即 | =FCa 王 六 故 


| = pre | ze (z)dz 


2. 题 设 中 告知 被 积 函 数 f(x) 在 La,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 又 知 la) 一 0 
或 f(b) 二 0 或 f(a) 二 (5) 二 0 的 命题 


思路 启迪 : 利用 拉 格 朗 匡 中 值 定理 或 积分 中 值 定理 证 明 . 
方法 1; G) 写 出 含 端点 的 拉 格 朗 日 中 值 定理 
Rn RD 
f(D fHD= DF, rye 
RE ,ze f(t6)=0 Ue fa) = xr—a)f (£), ae 
flD—fOD=x—DF DD, ry<b 
(2) 根据 题 意 进行 不 等 式 的 放 缩 ; 


(3) 用 定 积分 的 比较 定理 、 估 值 定理 或 函数 的 绝对 值 不 等 式 等 定 积分 性 
质 作 分 析 处 理 . 


例 36 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 导 ; 上 且 了 (zx) 声 M,f(a) 二 0; 证 明 : 
| far < Ya 


证 : 由 题 设 可 知 , 对 任意 xzE[a,b],f(z) 在 [a,51 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,于 是 有 
fz) = f(x fa) = (OF a); EE Ca: 工 ) 
因为 六 (zx) 二 M, 所 以 Fz)s 和 MGz 一 a). 由 定 积分 比较 定理 ,有 


| far <| Mz dr Mp ay 


即 | fw ar SM ay 
方法 2: 利 用 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 ， 
(1) Tl 
f(a) = 


PC Cd =| f(ar; 
fC) 一 Fe9= 上 7 (dz. 


(2) 利用 定 积分 比较 定理 、 估 值 定理 或 绝对 值 不 等 式 进行 分 析 处 理 . 
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例 37 设 函 数 f(z) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,) 内 可 导 , 且 f(a) 二 (6)=0, | 了 (x)| 志 M， 
证 明 : 


人 


证 : 因为 Ke = CT DF, a<é<x 
所 以 | f(z)|==(x 一 2) | 了 (| 三 (x 一 a)M; 同 理 ,| f(x) | 寺 4 一 x)M. 于 是 


6 味 6 
firewlaz=| fe 1art |), lfW la 


<| GoMdz+| baMdr 
M i 


= 二 2 
人 a) 


例 38 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 不 恒 为 零 ,是 f(a) 二 fb) 二 yy (2) 答 Tasb] 上 连 纺 , 坟 证; 和 
少 存在 一 点 SE [a,b], 使 得 


ss 2 
tn = Mm 


| 了 (和 &| 闪 面 Bz|f Dae 


证 ; 因为 ET og fe 
值 , 记 为 M= 了 (8). 
fla)= 


flz) f(z) 一 f(a) = (2—a)f (WD, -aan 
则 可 得 | f(x)|==(z 一 2) 了 (| 二 (x 一 a)M; 同 理 , | f(x)| 二 (6 一 x)M. 于 是 


| lr lar = yr+t hs ll 


< cz 一 wMadz 十 | 一 zyMdz 


2 2 
M6 2 = HM 
ee TO > To 
人 (b—a)’ a (5 一 
即 I 3 ep 


3. 被 积 函 数 J 


思路 启迪 : 利用 泰勒 公式 证 明 . 证 题 程序 : 直接 将 函数 f(t) 展 成 泰勒 公式 , 然 
后 对 余 项 进行 放 缩 处 理 . 


例 39 za) 二 阶 可 导 , 产 (z) 之 0, 在 [0,a],a 二 0 上 处 处 连续 :证 明 ， 
工 | recp)d 三 7 二 | ua) 


解 : 令 zo = 二 uD di ,将 f(z) 在 zo 处 展开 成 一 阶 泰勒 公式 . 
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ba fH Cm) Cra)t LAE (sy 


因为 了 7(z) 三 0 ;所 以 三 人 (4 一 x0):>0. 于 是 f(z) TF ro) rm). 令 二 = 
u(t) :有 ， 
fault) fr) fF Cxo) [Ludt) — zo] 
上 式 两 边 对 1 在 [0,a] 上 积分 ,得 
| 7LuC Jd J | Feas Jdt 十 | Fe yD wd 
三 :外 六 ( 鸡 + 0)|| wod 一 are] 
击 Qs = a 二 “ult) dt 三 | acdars | Flu dr 三 af (a), 即 


| /iu Jar> af [Eudes)] 
4.8 反常 积分 


题 型 43 反常 积分 的 计算 及 收敛 


思路 启迪 : 计算 步骤 如 下 . 
(1) 区 蓝 反 常 积分 的 类 型 (无 穷 积分 、 环 积分 或 混合 型 ), 对 既 有 无 究 
积分 又 有 瑕 积分 的 混合 型 ,一 定 要 先进 行 分 解 ,使 单个 积分 为 只 有 一 
个 环 点 的 焉 积分 或 只 有 一 个 积分 限 为 无 穷 的 无 穷 积分 . 
(2) 求 出 被 积 函 数 的 原画 数 . 
(3) 按 定义 或 运算 性 质 求 出 各 反常 积分 的 值 . 
(4) 求 出 第 (3) 步 所 得 各 值 的 代数 和 . 

例 40 计算 T= ke rr. 


1 
元 一 二 二 让 4 
ez 0 ex 寺 EY 


十 co 


du 


ln 
解 : 3 二 rte 


十 co 四 
三 志 | 二 Ed 一 二 arctan er" 
四， 


FREE 
i 
[tan 
ja 计算 IT 一 上 a 


解 : 令 z 一 tan t, 则 t= 二 arctan zx; 故 
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i arctan Zz 


三 要 2 
6 4 seczt 


Ve 可 
对 ieos dt = /二 于 ， 二 cos 直 = 
0 天 0 0 2 


eo 
例 和 2 设 1 二 | (oz 十 |zl)e=dz ,讨论 其 敛 散 性 ,收敛 时 求 其 值 . 
oo 
解 : 1 你 (ar— re “dr {| (ox Fr dr 
0 二 co 
= D| _zerdz+ (a 十 0 xe“™dz 
而 | zerdz 二 三 和 CGI 是 


有 = (DD zedr= (a—i) (tl =|- 二 


所 以 当 cl 时 ,了 发 散 , 从 而 I 发 散 ; 当 a 二 ] 时 ， 
Wd D| edr a 
所 以 五 收敛 . 从 而 工 收敛 ,其 和 为 2. 


登 5 1 
PH 
全 有 有 区 由 这 5 
a jyf2 之 coy lim 一 co， 所 以 X= 二 1,z 二 5 为 f(z) 
VT ND 
的 瑕 点 . 


站 一 一 一 此 一 | i 
1 V(r—1)(35—z) 1 VA— (zx—3)7 
一 3 5 


一 'arcsin 1 — arcsin(— 1)» 
] 


3 i 之 
一 arcsIn 


= 2arcsin1 二 2X 革 二 x 


2 
例 44 | i 


zlans {z= 1 


pe 显然 z= 二 1 为 f(z 的 瑕 点 . 


和 


和 a 生 于 和 本 是 汪 人 
Re | 让 lim (#1 人 

地 1 全 二 

ln 2 lim (a 性 In 2 nn 

le 
i Lie: ji 
了 i In2 :talnadt ta—1) 
a 
2 J 二 二 三 下 二 
ln 2 l m313 2 2 
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5.1 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


定理 1( 有 界 性 ) - 设 函 数 f(z) 在 [a,b] 上 连续 , 则 f(z) 在 La,5] 上 有 和 界 , 即 存在 M 盖 0, 使 得 
| f(z) |<M,xzEEarb]. 

定理 2( 最 值 定理 ) 设 函 数 f(x) 在 La,b] 上 连续 ; 则 (zx) 在 [a, 刀 上 必 能 取得 最 大 值 和 最 小 
值 , 即 存在 6,7E [ab ,使 得 M 二 大 (9) 二 max (f(z)},m 二 f(D) 二 min {f(7)), 即 m<< 
f(r <M, rELa,b]. 

定理 3( 介 值 定理 ) 设 函 数 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,y 为 介 于 f(a) 与 (6)( 或 f(z) 在 La,6] 上 的 
最 大 值 M 与 最 小 值 x) 之 间 的 任 一 实数 , 则 在 [a,65] 上 至 少 存在 一 点 &, 使 1 二 了 (8&) (注意 ;E 可 
取 端 点 值 ). 

定理 4( 零 值 定理 ) 设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,f(a) 与 1(6) 严 格 异 号 , 即 f(a) ， f(b)<0， 
则 在 开 区 间 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 所 使 得 f(&) 二 0( 注 意 ,& 不 可 取 端 点 值 ). 


5.2 微分 中 值 定理 


定理 1( 费 尔 马 定理 ) 车 函数 f(z) 满 足以 下 条 件 : 
(1) 函数 f(z) 在 zo 的 某 邻 域内 有 定义 ,并 且 在 此 邻 域 内 恒 有 f(z) 三 f(zo) 或 f(z) 宇 
f (06); 
(2) f(z) 在 zo 处 可 导 ， 
则 有 六 (x6)==0. 
定理 2( 罗 尔 定理 ) 车 函数 f(x) 满足 以 下 条 件 : 
(1) f(z) 在 闭 区间 [a,58] 上 连续 ; 
(2) f(z) 在 开 区 间 (a, 修 内 可 导 ; 
(3) f(a)=f00), 
则 在 (a; 丰 内 至 少 存在 一 点 名 使 (二 0. 
定理 3( 拉 格 朗 日 中 值 定理 ) 若 函 数 f(z) 满 足以 下 条 件 : 
(1) f(z) 在 闭 区 间 [La,5] 上 连续 ; 
(2) f(z) 在 开 区 间 (a,6b) 内 可 导 ， 
则 在 (a,5) 内 至 少 存在 一 点 &, 使 
TX0) = fea fa) 


b—a 
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或 
f(D 一 Fa) = 人 一 oa 大 
或 
f(D—fla) = 86—a)f atom—a)], 0<0<1 

推论 : 若 广 (z)= 二 0,x€[aybj]; 则 f(D)==C,zE[La,b] (C 是 常数 ). 
定理 4( 柯 西 中 值 定理 ) 设 函 数 f(z) ,g(xz) 满 足以 下 条 件 : 

(1) f(x),g(z) 在 [a,5] 上 连续 ; 

(2) f(x),g(z) 在 (a,6) 内 可 导 , 上 且 g (z) 了 0， 
则 在 (a, 妨 内 至 少 存在 一 个 名 使 人 二 2) 一 全 ,a<e<b. 
定理 5( 泰 勒 公式 ) 设 f(z) 在 zo 的 邻 域 内 具有 十 1 阶 导 数 ,z 为 该 邻 域 内 异 于 zo 的 任 一 
点 , 则 在 (z,zo) 或 (zo， i ,使 得 


flz) = f(zo) +f Cro) (xz— To) 十 5 a a + (rz) "二 R(x) 
(1) 


其 中 R(x) 一 全 二 和 (zx 一 4) 【《 拉 氏 型 二 阶 泰勒 余 项 ) 
或 R,(z) 二 of (x 一 zxo)"] ”( 疲 亚 诺 型 阶 泰勒 余 项 ) 
当 zo 三 0 时 ; 式 (1) 成 为 
f(z) = f(0) + ODz+ De + + 人 +R,(z) (2) 
其 中 RC) 二 CD -el 或 RAID) = (2 


(2 十 1)1 
式 (1) 称 为 n 阶 泰勒 公式 , 式 (2) 称 为 n 阶 麦克 劳 林 公 式 . 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
5.3 闭 区 间 上 连续 函数 的 命题 


题 型 44 闭 区 间 上 连续 函数 命题 的 证 明 $$ 


思路 启迪 : 方法 1( 直 接 法 )” 先 利用 最 值 定理 ,mf(zx) 寺 M,zElLa， 6], Mm 
分 别 是 f(x) 在 [a,b] 上 的 最 大 值 .最 小 值 ,然后 用 介 和 值 定理 证 明 . 
适用 于 : 在 闭 区 间 [a,b] 上 存在 和 使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 ; 
方法 2( 间 接 法 ) 作 和 辅助 函数 下 (zx); 若 作 下 (x) 的 过 程 无 积分 运算 ， 
则 验证 F(z) 满足 零 值 定理 ;车 作 F(x) 的 过 程 有 积分 运算 , 则 验证 
F(x) 满足 罗 尔 定理 . ) 
适用 于 :在 开 区 间 (a,65) 上 存在 g, 使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 
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辅助 函数 的 作法 : 

(1) 将 欲 证 结论 中 的 8 或 x 改写 成 Z 移 项 ,使 等 式 一 端 为 零 , 另 一 

端 记 作 FF* (zx); 

(2) 令 F(Z) 二 F*(x)', 验 证 hie A ee 着 满 居 对 
题 得 证 ; 若 不 满足 ,; 则 改 令 

F(z) =F" (o>F(z) = |F' (x)dztC, (C=0) 

(3) 验证 F(x) 是 否 满足 罗 尔 定理 , 若 满 足 , 则 定理 得 证 ; 若 不 满足 ， 

则 改 令 

F(x) 二 F* (xz) 二 F(x) (两 次 积分 ) 

(4) 将 F(z) 在 指定 点 展 成 一 阶 泰勒 公式 ,命题 即 可 得 证 . 


E bE = 
外 


例 1 设 f(z) 在 [a,6] 上 连续 ,a 过 zi 过 zz 过 … 过 xz, 过 b,c; 之 0,i 二 1,2,… sn. 证明: 至少 存 在 一 


有 Ca ed me to “tof (za) 
点 ELa,bj, 使 得 f(8) A 


分 析 : 因为 涉及 闭 区 间 上 的 一 个 点 ;所 以 用 方法 1. 
证 : 因为 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,所 以 有 m 二 f(x) 三 M,xELa,65], 其 申 有 
值 为 M, 最 小 值 为 mn. 于 是 

mmf) <M,co >0am<aflr) eM 

m<< frs) Mc 三 0,c 和 二 cc) 委 cM 


m 委 f(r) <M,c, E> 0,=>om Scaf ond coM 
之 (a 十 0 十 十 cmAerf(z1) eof Cx) 二 cf) (Gi 二 cz 十 十 cM 


cfCzi) 直 -FC f(x) 
Td 


则 由 介 值 定理 可 得 ,至 少 存在 一 点 SE Ea;6bj, 使 得 


fe) = CFE) Tc fra) ss nf CL) 
cl1 十 cz a 


例 2 设 函数 f(z) 在 [a,b](a 二 b) 上 连续 , 目 f(z) 访 0. 证明: 至少 存在 一 点 &€E 《4,0 使 得 
[fdr 3 | /far Ee: 去 | 7cpdz 


分 析 : 题 中 是 证 明 在 开 区 间 (a,6) 上 存在 一 点 名 使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 , 则 用 方法 2. 另外 ， 
只 证 左边 的 “= 二”, 这 是 因为 定 积分 对 区 间 的 可 加 性 : 


Jrwar = /fathead 
证 : 将 欲 证 等 式 中 的 改 为 z, 则 | f(D 也 一 | Dde>| 了 CD 由 一 | Da = 0, 作 辅助 函数 


城 光 证 [reod 一 | rodz 风 F(z) 在 [a,b] 上 连续 , 且 
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Fo) =—| f(adr<o (因为 f(z) 之 0)， FW 一 | /Wd>0 


即 F(a)，F(5)<<0, 所 以 由 零 值 定理 可 知 ,至 少 存在 一 点 EE€ (la, 四 ,使 得 (8&)==0, 故 下 式 成 
立 , 即 


| 7rcodz 和 | fw = | fC)dz 
例 3 设 f(z),g(z) 在 La,b] 上 连续 .证 明 : 存 在 一 点 &E (cyD) ,使 得 
Fe| gC)dr = g(z)| f Cdr 


分 析 : 题 中 是 证 明 在 开 区 间 (a,b) 上 存在 一 点 5, 使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 , 则 用 方法 2. 
将 欲 证 等 式 中 的 & 攻 为 z; 则 


f(D)| ga gn)| fds (0 gd gD fd =0 
作 辅助 函数 F(z) = f(z)| gCDdr 一 gCz)| f(DdisF(a) 一 一 g(a)| f(Ddt, FO) = 
f(B)| g (Ddi , 零 值 定理 不 易 验证 , 故 改 令 
ve fo)| ga— gn))| fd 
= Fa| gat gc) fd 
二 [scou [rwa] 
证 : 令 FCz) 一 | s(Dd .| fDi; 则 F(z) 在 [as 困 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 .又 


FD 二 [ga | roa i [ga 5 | fa E 
fe) ie gD) f (ndr 


例 4 设 函 数 jz) 在 [0,1] 上 连续 ,是 7(0)= | f(z)dz 0 证 明 : 存 在 一 点 &€ (0,1) ,使 


得 (= f(z)dz. 
证 : 题 中 是 证 明 在 开 区 间 (a,5b) 上 存在 一 点 ,使 得 关于 & 的 关系 式 成 立 , 则 用 方法 2. 
记 P(z) 一 zf (z)—| fd , 则 p(z) 在 [0,1] 上 连续 ,但 g(0)yp(1) 二 0 不 成 立 . 由 于 
zf(z) 一 | fd | 
r= 站 


TO 
过 


所 以 作 辅 助 函数 


| fa 
C3 


0， 工 一 0 
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因为 
| rod 


i ADS RO EY SR) 
0 Ze0 Ee 1 
所 以 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0;1) 内 可 导 , 且 


1 
| far 
RCH 三 I 


故 由 罗 尔 定理 可 知 ,至 少 存在 一 点 (0,1), 使 得 FC 一 0, 即 人 1(® 一 | f(z)dz. 


= FCO) 


例 5 设 函 数 /(z) 在 [0, 十 呈 ) 上 连续 , 且 | f(z)dzr 一 一 十 Wlim 奴 富 一 03 证 明 : 至 少 存在 一 


点 EE (0, 十 ce) ;使 得 (8) 十 £ 二 0. 
解 : 将 欲 证 等 式 中 的 & 改 为 z, 作 辅助 函数 F(x) 二 f(z) 十 xz, 于 是 有 


| Fear 二 |. Ep | redz+ 取 一 0 
所 以 由 积分 中 值 定理 ,存在 ae [0,1], 使 | F(z)dz = (1 一 0)F(a) 二 0 ; 即 F(a)<0. 
又 因为 lim 2 一 lim 人 号 二 一 0 十 1 = 1 ,所 以 由 极限 的 保 号 性 ,存在 56>a, 使 


E >0, 即 F(6)>0. 


因此 ,由 零 值 定理 可 知 ,至 少 存 在 5E (ao)C(C0, 十 ce) ,使 得 
EC) = 0, 即 FS 十 5 一 0 


例 6 设 /(z) 在 [0,1J 上 连续 , 且 | f(z)dz = |.zr(Cz)dr. 证 明 :存在 一点 SS (0,1), 使 得 
| fl) dr =0. 
分 析 : 将 欲 证 等 式 中 的 改 为 ; 则 | /adz 三 0 Fo 和 = 0. 令 Fa) 二 fCDd. 
性 ‘仿生 (成 汪 | fda Feo) 三 BO | fa ,可 知 零 值 定理 不 易 验 证 . 
改 令 已 Cz) 二 /CDdi , 则 由 
[Fda =| (| fea) du 
=FGo| = 4] fd 一 | wf ddu 
=FCD 二 Fo) =z| fa —| af Cd 


得 F(z)=z|" fl dz— 下 zf Ct) dt 
显然 F(z) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 
Et = | repa—| sf a 二 二 
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即 F(z) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 ;所 以 ,至 少 存在 一 点 8e (0,D) ,使 得 严 (9 一 0, 即 | f(z)dz 一 0. 


例 7 证 明 方程 laz’ 十 3bzx’ 十 2cz 二 a 十 6 十 c 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
析 : 由 原 方程 可 推出 4az? 十 36zx? 十 2cz 一 (a 十 6 十 c) 二 0. 令 
f(x) 一 4oz3s 十 328z2 十 2cz 一 (aa 十 0 十 c) 
f(0) 三 一 (a 十 0 十 c)， GdG) 三 3 十 25 十 c 
显然 零 值 定理 不 易 验 证 . 
改 令 f(z) 二 4ax’ 十 3bx? 十 2czx 一 (a 十 6b 十 c); 则 

F(Z) = a 二 or 一 证 Bod 
证 : 作 辅 助 函 数 f(x)= 二 ax'! 十 bz 十 cz 一 (a 十 6 十 ce)z; 显 然 f(z) 在 [0,1] 上 可 导 , 且 f(0)=0, 
了 (了) 二 0, 则 f(z) 在 [0,1] 上 满足 罗 尔 定理 ,所 以 至 少 存在 一 点 &E《0s1), 使 得 及 (4) 直 0; 鄙 方 
程 4ax’ 十 36x? 十 2czx 二 a 十 b 十 c 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


5.4 中 值 定 理 的 应 用 


题 型 45 ”证 明 给 出 的 函数 f(x) 满 足 某 中 值 定理 


思路 启迪 : 验证 定理 的 正确 性 ,主要 有 两 点 : 
(1) FGz) 满 足 某 中 值 定 理 的 条 件 ; 


(2) 若 条 件 满足 , 找 出 定理 结论 中 的 & 值 . 
3 rl 


例 8 验证 f(z) 二 1 “ 在 [0,2] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,并 求 满足 拉 格 朗 日 
C 3 


| 


中 值 定理 的 & 值 . 
十 和 A 


三 (1) 三 im 本 > 可 交 一 太一 记 D) 
所 以 f(z) 在 z=1 处 连续 ， 因此 RL 2] 上 连续 
(2) 当 z<1 时 ,f(D= (3 于】 = 一 zi 当 芝 1 时 ,jz 一 (二 )' 一 一 - 


天 
EEC 1] 一 六 检 押运 
及 Ff Jim a Dz— 1 1 
-a Cx 2 (1) _ 3 
f+(D= ee = ln 1 


所 以 六 (1)== 一 1, 即 f(z) 在 z= a 因此 f(z) 在 (0,2) 内 可 导 , 且 


ro=| 和 
车 玫 攻 < < 


由 (1),(2) 可 知 , f(z) 在 [0,2] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 ,因而 存在 &E (0,2) ,使 


100 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


三 帮 一 关 9，， 即 湖人 9 一 一起 


当 0<é&<1 时 
he 
A 
当 1<f<2 时 
故 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 8 为 去 或 /3. 


题 型 46“ 证 明 某 个 函数 恒 等 于 一 个 常数 的 命题 \ 
思路 启迪 : 利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推论 , 即 车 (zx) 二 Ot el 则 f(z)== 
C,xELa,b] (C 是 常数 | , 


例 9 证 明 : 3arccos x 一 arccos(3zT 一 47z’) 一 x( 当 |zj<< 去 时 ), 


证 : 令 f(x) 二 3arccos Z 一 arccos(3z 一 423), 则 


区- 
了 3 ,30 —4x) 人 
1—zx: V1l—(3x—4r)’ li—zx: VvV(l—z)(l— 4r) 


因为 |z| 过 去, 所 以 0 过 1 一 4 忆 过 1, 则 由 式 (1) 可 推 得 


{+t 和 =0 
所 以 f(z)=C. 令 z=0=>C=x, 故 
3arccos 工 一 arccos(3z 一 423) = x |zx|= 去 
例 10 设 f(z) 可 导 ,f(0)==0, f(a)==b,g(z) 是 f(z) 的 反 函 数 .证 明 : 
| fedz+ | gtdr = 
分 析 : 因为 6 二 f(a), 则 结论 等 价 为 
[rowazt| gdr = afa) 
证 : 将 上 式 中 的 a 改 为 zx, 则 令 
FCn = /d+| gd— zf (x) 
Ein) — PD) HN 0 EPCY rp (2 — fy =0 
则 F(z)=C. 令 z=0>C=0( 因 为 /C0) 二 0), 则 | f(Ddt+| ”glDdi 一 zf(z) 二 0. 将 za 
代 人 上 式 得 
| Keepaz+|jsczhdz 二 本 
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题 型 47 命题 "(8) 二 0 的 证 明 
思路 启迪 ; 方法 1 验证 8 为 1/"” “(xz) 的 最 值 或 极 值 点 ;利用 极 值 存在 的 必要 ， 


条 件 或 费 尔 马 定理 可 得 证 : 
方法 2 验证 Jf" “(x) 在 包含 ee 
条 件 . 员 


方法 3 利用 泰勒 公式 . 


例 11 设 f(z) 在 [a,5] 上 可 导 , 了 f(a)*。 了 _ 6) 过 0. 证 明 : 存 在 一 点 EE (a,b), 使 了 (8)=0. 
证 站 不 妨 设 了 (a) 盖 0, 7 (人 <0, 于 是 


EC 二 JR So 


2 
由 极限 保 号 性 可 知 , 存 在 一 个 和 二 0. 当 xE Co PA 时 , 恒 有 
LD=L > 0>7(0) > (0) (1) 


同 理 , 有 
f- (= lim LDL < 
zh 


由 极限 保 号 性 可 知 , 存 在 一 个 ,二 0, 当 zxE(b 一 6 ,6 时 ,和 恒 有 
AD 0 FOD 入 力 (2) 


由 (xz) 在 a, 妇 上 可 导 可 知 , 了 ( 马 在 La,8j] 上 连续 ,所 以 了 (zx) 在 La, 看 上 上 必 存 在 最 大 值 :由 
式 (1) , 式 (2) 可 知 , 最 大 值 只 能 在 la;6) 内 取得 . 

今 EE€ (a,b) ,fe = max {f(z)) ;又 f(z) 在 Zz 二 处 可 导 , 故 由 费 尔 马 定理 可 知 ,f (8 二 0. 
例 12 设 f(x) 在 [0,3] 上 连续 ,在 (0,3) 内 可 导 , 又 f(0) 十 f(1) 十 f(2) 二 3,f(3) 二 1. 证 明 : 存 
在 一 点 #E (0,3) ,使 得 了 (8)==0. 
证 : 由 题 设 可 知 , f(z) 在 [0,2] 上 连续 ,所 以 m 过 f(z) 志 M,m,M 分 别 是 f(z) 在 [0,2] 上 的 最 
小 值 和 最 大 值 , 于 是 im 

m<fAOA<ZM, mm<fDV<M, mWKM 


则 3m < FO + FD + FE < Mm LO+ + (2) eM 


由 介 值 定理 可 知 ,存在 一 点 ye [0,2]], 使 得 f(D = 全 二 人 人 1 ,又 (3)= 
1, 可 知 ,f(z) 在 [y,3] 上 满足 罗 尔 定理 , 故 存在 一 点 &E (y,3)C(0,3), 使 得 了 (和 二 0. 
了 
例 13 设 f(z) 在 [0,2] 上 连续 ,在 (0,2) 内 可 导 , f(0) = f(D),f(2) = 中 flz)dz ,证 明 : 


疮 竹 一 EC(OV2D f= 0 
证 : 因为 f(0) = 了 (1) ,可 知 f(x) 在 [0;1] 上 满足 罗 尔 定理 ,于 是 存在 一 点 锯 E (0,1) ,使 得 
FE = 0 
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又 1(9) = 下 adz =2( 主 一 1) 0D = f(D 分 市 值 定理 (EGG 3 
由 土 式 可 知 , f(z) 在 [wy,2] 上 满足 罗 尔 定理 ,于 是 存在 一 点 名 € (1,2) ,使 得 了 名 ) 二 0. 由 
(1) = 二 (8) = 二 0 ,f(z) 在 (0,2) 内 可 导 , 可 知 六 (z) 在 [ti;&] 上 满足 罗 尔 定理 , 故 存在 
下 GE (CDC (0.0 ;使 FL(E) 三 0. 

例 14 设 函 数 f(z),g(z) 在 [a,65] 上 连续 ,在 (a,5) 内 具有 二 阶 导数 且 存 在 相等 的 最 大 值 ， 
f(a) 二 g(a),f(b)==g(D). 证 明 :存在 &€E (ap) ,使 得 六 (9 三 他 (9)， 

证 : 令 FCz) = Fz) 一 gCz) , 则 F(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 具有 二 阶 导数 且 F(a) = 
FCOY S00. 

(1) 车 f(z),g(z) 在 (4a,6) 内 同一 点 c 取得 最 大 值 : 则 f(c) = g(c) 坟 F(c) 一 0 ,于 是 由 

罗 尔 定理 可 知 ,存在 S € (ac),e E (cb) ;使 得 
EAE Y= ECB) =0 
再 利用 罗 尔 定理 可 知 ,存在 EE (5 ,Ra) CC (a,b) ,使 得 F(&) 三 0 , 即 了 (6) = 多 (86). 
(2) 车 了 f(z),g(z) 在 (a; 夏 内 不 同 点 ciycz 取得 最 大 值 ; 则 fo) 二 g(cz) 二 M, 于 是 
Fl(e)= fla)—g(c)>0, Fle)= fe)—g(c)<0 
于 是 由 零 值 定理 可 知 ,存在 cs E (cuycz) ,使 得 Flcs) = 0. 
由 罗 尔 定理 可 知 , 存 在 & € (acs) 名 E (csyp) ,使 得 
Fret Fe =="0 
再 利用 多 尔 定理 可 知 ,存在 上 E (5 名 ) C (a,b) ,使 得 FF(€) = 二 0, 即 f°(8) = g (8).， 


题 型 48” 欲 证 结论 :至 少 存在 一 点 6 Ela,b) ,使 得 1" (6) 二 K(k 尖 0) 或 由 a,b, 
f(a) ,f(b) ,6,f(E),f(8),…,f" (8) 所 构成 的 代数 式 成 立 


思路 启迪 : (1) 作 辅 助 函数 F(x) ; 
(2) 验证 下 (x) 满足 罗 尔 定理 . 
辅助 函数 下 (z) 的 作法 如 下 . 
1. 原 函 数 法 (也 称 微 分 方程 法 ) 
具体 步骤 如 下 : 
(1) 将 欲 证 结论 中 的 & 改 成 工 ; 
(2) 将 式 子 写成 容易 去 看 一 次 导数 符号 的 形式 ( 即 容易 积分 的 形式 ); 
一 端 即 为 新 作 辅 助 函数 F(x)( 为 简便 ,积分 常数 取 “0”). 


对 于 拉 格 朗 日 中 值 定理 : 
I 70D a) 
i 


两 边 积分 得 f(z) 斗 C 一 人 如 二 人 07, 令 C 一 0 并 移 项 得 
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Fa 二 A 2 


则 辅助 函数 为 F(z) 一 f(z) 一 pty pO 


b—a 
对 于 柯 西 中 值 定理 : 
(SMI Fla) A (B00) — f(a 让 
g (8 2 g(a) g (7) 一 克 7 
gl) — g(a)s 
两 边 积分 得 f(z) 十 C = 和 , 令 C 一 0 ,并 移 项 得 ， 
_f(0) = f(a) pe 
HD pz) 一 
要 BH fa 
则 辅助 函数 为 FCz) 二 f(z) pn z). 
2. 常数 记 值 法 


此 法 适用 于 常数 部 分 可 分 离 出 的 命题 ,构造 辅助 函数 的 步骤 如 下 : 
(1) 令 常 数 部 分 为 

(2) 作 恒 等 变形 ,使 上 述 等 式 一 端 为 a 及 f(a) 构成 的 代数 式 ,为 一 
端 为 6 及 了 f(B6) 构 成 的 代数 式 .; 

(3) 分 析 关 于 端点 的 表达 式 是 否 为 对 称 式 或 轮换 对 称 式 . 若是 ,只 
要 把 &( 或 已 改 成 工 , 相 应 的 函数 值 f(a)( 或 f(B)) 改 成 A(z); 则 代 
换 变 量 后 的 端点 表达 式 就 是 所 求 的 辅助 函数 下 (z). 


如 :对 于 拉 格 朗 日 中 值 定理 (一 名 二 全, 邻 l 
/二 /一 LS 7 0 


>f(6)—kb= f(a) ka 
则 令 F(x) 二 f(z) 一 入 二 f(z) 一 上 如 二 外 2z( 信 一端 常 数值 为 、 


例 15 设 f(z) 在 [a;,6] 上 连续 ,在 (asb) 内 可 导 , f(a) 一 0;a>0. 证 明 : 存 在 一 点 &€ (a， 
访 ， 使 得 F(s) = eSép'(8) , 
分 析 : 将 欲 证 等 式 中 的 & 改 为 x , 则 

HK9 = E1627) = f(r)> oe 二 
上 式 两 边 积 分 过 lInf(zx) 二 一 aln(6 一 x) 十 C=>(b6 一 x7)*f(z) 二 C. 
证 : 作 辅 助 函 数 F(z) 二 6 一 zf(zx) , 则 F(a) = 0,F(6) = 二 0 ,于 是 Fz) 在 [4s6] 上 满足 
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罗 尔 定理 ,所 以 存在 一 点 $€ (&,) ,使 得 FC8) 二 0, 即 f(8) 一 2 人 (9. 


例 16 设 f(z) 在 [a, 站 上 连续 ,在 (a; 玖 内 可 导 .证 明 :存在 一 点 &E€ (a,6) ,使 得 
ef Cb) —af (a) = f(8 +éf'(E 


分 析 : 令 人 名 二 2 人 2 一 >bf (BD) 一 他 一 af (a) 一 如 为 轮换 对 称 式 , 
和 人 二 2joz , 则 
FO 一 Fa) = 6f (6) — Def, afta) + ef 一 0 


re fl€) + Ef’ Ce) 


例 17 设 本 数 f(z) 在 [0, 专 |] 上 二 阶 可 导 , 且 (0) = /'(0),f( 译 ) 二 0. 试 证 :至少 存在 一 


点 6E (0, 寺 ) ,使 得 /6 一 3 全 . 


26 
分 析 : 欲 证 结论 可 写 为 
fF —28 —27 0) = 68) 
令 三 ,Zz , 则 上 式 为 
f(z —27)—2f (rz) = f(z) 
即 [ 产 (x)(1 一 2x)] 二 扩 (x). 两边 积分 得 
f (x)(1—2z) = f(z)+C 
令 C=0 ,并 移 项 得 
PCz)(L 一 2z) 一 xz) 一 0 
则 令 辅助 函数 为 F(z) = f(z)(1 一 27) 一 f(z). 


证 : 作 辅 助 函 数 FECz) 二 f(z)(1 一 2x) 一 了 f(z) . 显然 , F(z) 在 [。 却 ] 上 连续 ,在 (0 去 ) 内 


可 导 , 且 
FC(ON= FMA—=0— fC0%=0 


F( 的 -7 人 (2 芭 -7 有 = 
所 以 F(z) 在 [0 雪上 ]E 满 足 罗 尔 定理 的 条 件 , 则 至 少 存在 一 点 8€ (0, 记 ,使 得 FC) =0, 邯 
了 (© (1 一 28) 一 3 六 (8) 二 0, 亦 即 /©-¥ 


例 18 设 y=f(z) 在 (一 1,1) 内 具有 二 阶 连续 导数 , 目 了 f(z) 关 0. 证明: 
(1) 对 于 (一 1, 了 内 的 任 一 z 关 0, 存 在 唯一 的 (x)E(C0, 了 ) ,使 得 f(x) 二 fF(0) 十 zf (0(z)z) 
成 立 ; 


(2) lim (+) 二 二 
0 
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证 : (1) 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,对 于 (一 1,1) 内 的 任 一 z 关 0, 存 在 0(zx)E(0;1) ,使 得 
fx) = f(0) + zf (O77) (GD 
又 因为 六 (zx) 连续 目 产 (z) 天 0, 所 以 ,在 (一 1,1) 内 ,天 (z)>0( 或 二 0), 即 产 (z) 在 (一 1， DD 内 
单调 增加 (或 单调 减少 ), 于 是 ,8(z) 是 唯一 的 . 
(2) 再 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,在 0 与 0(z)Y 之 间 存 在 &， 使 得 
f (Oz) = 疡 (0) 十 天 (8)。0(Cz) 
代入 式 (1) 中 得 
flz) = f0) + zf 0) + FE » Oz) x? 


0) 2 OSAl 
于 是 0(z) 3 万 (9 
EAC A | 
所 以 ee 7 7FG] 
= Me fC. = 扰 让 


GO) ze0 x 


7 (rp es MD 以 
= F060) lim pe ( 洛 必 达 法 则 ) 


题 型 49 ” 欲 证 结论 :在 (a,b) 内 至 少 存在 6,m(6 了 7) 满 足 某 个 代数 式 


思路 启迪 : 这 类 命题 的 证 法 ”用 两 次 拉 格 朗 日 中 值 定理 ;或 者 用 二 次 拉 格 请 日 
中 值 定理 ,用 一 次 柯 西 中 值 定理 ;或 者 用 两 次 柯 西 中 值 定理 

证 明 中 的 辅助 函数 的 作法 不 同 于 题 型 48， 而 是 利用 分 离 变 量 ， 

. 法 ,使 等 式 一 端 只 含有 有 的 代数 式 , 另 一 端 只 含有 也 的 代数 式 , 结 合 

原 函 数 法 稍 加 分 析 6 了 7 的 代数 式 , 即 可 看 出 该 作 什么 样 的 辅助 函数 . 


例 19 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 ,f(a) 二 1(6) 二 1. 证明 :存在 6,7E (op) ,使 得 
ert[fOWD+F DJ=1. 

分 析 : er [f(D 十 OD] = 1>e[fOWD +t fm elef(z)]sj 

证 : (1) F(z) ==@f(z) , 则 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,存在 一 个 7E (a,b) ,使 得 


FD = BD = Pa) i 
即  @[fOW+f DJ= 本 “一 (因为 f(6) = f(a) 一 1) 
(2) 又 令 p(z) 二 Pa, 存在 一 个 &€ (a,5) ,使 得 
WE R= pa) _ =e 即 e 二 s 二 过 (2) 


b—a b—a’ = 
由 式 (1) , 式 (2) 可 得 @[f(D 十 f(D]=@, 即 et[fOD 二 (DJ]==1. 
例 20 we hy 6] 上 连续 ,在 (4a,5) 内 可 导 , 且 (zx) 关 0 ,6 二 a>>0. 证 明 :存在 57E 


(a,6b) ,使 得 SS 
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, (0 A hs Lh 
rm E+ 十 
2V7 


证 : 令 p(xz) = Vz ,由 题 设 f(x) ，p(z) 在 [4a,6] 上 连续 ;在 (4,6) 内 可 导 ; 且 yp (2) 关 
0(z € [a,b]) 满足 柯 西 中 值 定理 的 条 件 ; 则 存在 一 点 7 E 《0 ,使 得 


f(D)—fla) fF 
pOD—o9la) vn 


即 
fDi Fa) SD TR) of 
(Ba rn 
2 
a Pf 2Vnf ( 7 (1) 
= 
又 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 知 ,存在 一 点 sE (a,D) ,使 得 
f® = OA (2) 
所 以 由 式 (1), 式 (2) 得 
6 ee (&,n7E (Cab)) 


例 21 已 知 函数 f(x) 在 [0 ,1] 上 连续 ,在 (0 , 1) 内 可 导 , 且 f(0) = 0,f(1) = 1. 证 明 : 
(1) 存在 EE€ (0,1) ,使 得 f(8 = 二 1 一 &; 
(2) 存在 两 个 不 同 的 点 wy,5 E€ (0,1) ,使 得 (7) “了 (2) 二 1. 
证 ; (1) 令 F(z) = 二 f(z) 十 x 一 1 , 即 要 证 明 FECz) = 二 0 在 (0 , 1) 内 有 实 根 . 
由 于 F(z) 在 [0 , 1] 上 连续 , 且 F(0)… A ,所 以 由 零 值 定 
理 ,存在 € (0,1) ,使 得 FS) =0; 即 /9 三 1 二 6. 
(2) 利用 (1) 的 结果 ,对 f(z) 在 [0, 习 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 知 ,存在 7E (0,5 ,使 得 


f (n 和 Coy 
对 f(x) 在 [é,1] 上 应 PN gs 5E (&,1) ,使 得 
PC = 二 人 (2) 


于 是 ,由 式 (1)\ 式 (2) 得 f(D) .f(D)=1. 
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6.1 重要 定理 和 结论 


1. 函数 的 单调 性 判别 

定理 1 设 函 数 f(x) 在 [a, 四 内 可 导 , 且 和 恒 及 (zx) 二 0( 或 (Zz) 二 0), 则 jz) 在 Ceyo) 内 
单 增 (或 单 减 ), 即 为 /(z) “有 或”. 

注 : 个 别 点 处 六 (z) 二 0, 不 影响 f(z) 的 单调 性 . 

2. 极 值 

定理 2( 取 极 值 的 必要 条 件 ) 设 f(zo) 为 f(z) 的 极 值 , 且 f(z) 在 zo 处 可 导 , 则 了 (zo)==0. 

定理 '3( 取 极 值 的 充分 条 件 1) 设 f(z) 在 zo 的 邻 域内 可 导 ( 注 意 ,在 zo 处 (zx) 可 能 不 
存在 ,但 f(z) 要 连续 ), 则 

(1) 当 z 从 左 到 右 经 过 zo 时 ,了 (x) 的 符号 由 “ 负 ” 变 为 “ 正 ”, 则 f(zo) 为 (zx) 的 极 小 值 ; 

(2) 当 xz 从 左 到 右 经 过 zo 时 ,f(z) 的 符号 由 “ 正 ” 变 为 “ 负 ”, 则 f(zo) 为 f(z) 的 极 大 值 ; 

(3) 若 广 (z) 在 zo 的 两 侧 不 变 符号 , 则 f(zo) 不 是 f(z) 的 极 值 . 

定理 4( 取 极 值 的 充分 条 件 2) 设 f(z) 在 zz 的 邻 域内 二 阶 可 导 , 且 f (zo) 二 0, 扩 (zo) 关 
0, 则 

G) 当天 Czo) 盖 0 时, FGzo) 为 7z) 的 极 小 值 ; 

(2) 当 产 (zo)<0 时 ,f(zo) 为 f(z) 的 极 大 值 . 

3. 曲线 的 止 凸 性 

定理 5( 四 凸 性 的 判别 定理 ) 设 函 数 y==/(z) 在 (a,5) 内 二 阶 可 导 , 且 恒 有 (xz) 过 0( 或 
素 (z) 三 0) , 则 f(x) 在 (a,8) 内 是 凸 的 (或 四 的 ). 

定理 6( 损 点 的 判别 定理 1) 车 在 点 xo 处 有 了 (zo)= 二 0( 或 六 (zo) 不 存在 ,但 f(z) 在 zz 
处 连续 ) , 当 工 经 过 zo 时 ,了 (zx) 变 号 , 则 (zo ,f(zo)) 为 函数 y 二 f(z) 图 形 的 拐点 . 

定理 7( 损 点 的 判别 定理 2) 设 函 数 f(zx) 在 z 的 某 邻 域内 有 三 阶 导数 ,有 f° (zo) 二 0， 
(zo0) 隆 0; 则 (zo ,f(zo)) 为 函数 y 一 f(z) 图形 的 拐点 . | 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
6.2 导数 的 应 用 


题 型 50 一 元 函数 单调 增 减 性 的 判别 
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思路 启迪 : (1) 函数 的 单调 性 要 根据 导 函 数 的 符号 来 判断 ， 站 作风 下 汪 作 
pa 先 对 函数 有 (Xx) 求 导 s 求 出 驻 点 和 不 可 导 点 3 

-OO 币 束 惠 的 后 作为 分 界 吉 ,将 定义 域 分 割 成 郑 十 区 二 
@ 根据 各 个 区 间 上 的 导 函 数 符 号 判断 函数 的 单调 性 , 若 导 函数 
f (2)>0, 则 函数 在 该 区 间 单调 增加 ;车 导 函 数 三 (z)<<0， 则 函数 在 
该 区 间 单 调 减 烦 ; 郑 时 函数 恒 等 于 零 5 则 博 数 在 该 区 间 为 一 常数 . 
(2) 利用 函数 的 单调 增 减 性 证 明 不 等 式 的 程序 如 下 : 
OD 先 作 辅 助 画 数 ; 移 项 ;使 不 等 芒 一 端 为 “0”, 另 一 端 即 为 所 作 辅 助 
函数 f(x); 
加 求 P(z), 并 验证 F(z) 在 指定 区 闻 的 增 减 性 有 下 二 于 
图 求 出 区 间 端 点 的 函数 值 (或 极限 信 或 最 值 ), 作 比较 即 得 所 证 


例 1 设 函 数 f(z) 在 [0,a] 上 连续 ,在 (0,a) 肉 可 导 , 且 f(0) 二 0, 在 (0,a) 内 了 (zx) 单调 增加 ， 
F(z)=L2. 试 证 ;F(z) 在 (0,a) 内 也 单调 增加 . 


分 析 : 当知 道 f(x) 在 (a;) 内 可 导 , 且 f(a) 二 0( 或 f(8) 二 0) 时 ， 通常 利用 拉 格 朗 日 中 值 定理 
将 f(z) 写 成 

flz) = f(x) ,fla) = (raf (8) 
或 

HZ) 二 /Ge 元 (rb f (8 
其 中 & 在 zx 与 a( 或 x 与 5) 之 间 . 
证 : 因为 f(x)=f(z) 一 (0)= zf (é),0 过 EZz( 当 zx>0 时 ), 又 因 于 (z) 单 调 增加 ， 有 
f(z)>f 了 (0)( 当 zr>€ 时 ), 所 以 

WC) = (过 sf f(x) 


7 太史 es ee 
故 F(z) 在 (0,a) 内 也 单调 增加 . | 
例 2 设 /(2)= (1 天)de(z>0), 求 f(x) 的 单调 区 闻 . 
解 : (2)=1 一 二 ' 令 (D0, 得 x 一 1, 则 结果 如 表 6-1 所 列 
1 i 


由 表 6--1 可知 , f(z) 的 单调 减少 区 间 为 (0,1), f(z) 的 单调 增加 区 间 为 (1, 十 oo). 
例 3 设 函 数 f(x) 在 定义 域内 可 导 ,fA(z) 的 图 形 如 图 6- a 2 
中 的 哪 一 个 ? 
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(©) (d) 
图 6-2 
分 析 : 对 于 根据 函数 图 形 判断 导 函 数 图 形 , 或 根据 导 函 数 图 形 判断 函数 图 形 的 命题 ,一 般 
找 出 特殊 点 ( 极 值 点 ,拐点 .不 可 导 点 等 ) 作 为 分 界 点 ,然后 列表 进行 判断 . 
解 : 设 两 个 极 值 点 分 别 为 名, 总 , 则 广 (6) 王 广 (和 ) 王 0. 将 点 z= 二 0,z 二 乌 ,Zz 二 名 作为 分 界 点 ， 
结果 如 表 6 - 2 所 列 . 


由 表 6=- 2 可 知 ,应 选 图 6=2(c) 所 示 图 形 . 
例 4 证 明 :z>1 时 ,(z2 一 1)lniz 交 (GZz 一 1 
证 : 令 F(z) 王 (2 一 1)ln x 一 (zx 一 1 六 , 则 F(z) 在 [1,; 十 o6) 上 二 阶 可 导 , 且 
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J 2zln z+ (2 —D) 二 2(r—1) 三 2zlaz 一 z 一 二 十 2 
FC) 一 2n 居 十 2 二 一 1 十 下 三 30z 芋 二 十 这 0 
工 > 元 
所 以 FR ED=0- (SS1); F(z)SF4(1)=0° (2SD 
(z:—1)nz—(z—1)}>>0, 即 (z—1)lnz> (ro—1) 
例 5 证 明 : 对 任意 实数 x, 有 1 十 zxln(z 十 V1 十 zx ) 宇 V1 十 xz. 
证 ; 令 FE(z)= 三 1 十 zlna(Cz 十 V1 二 zz ) 一 V1 十 x , 则 F(z) 在 (一 oo, 十 oo) 上 二 阶 可 导 ; 且 


F(z) = ln(z 十 vie ) 十 -万 上 二 一 下 一 ln(z 十 VI 十 地 ) 
令 扩 (zx)=0, 得 z=0; 且 R= 二 _,=1>0; 所 以 z=0 为 F(z) 在 (一 co, 十 oe) 
内 唯一 的 极 小 值 点 , 即 最 小 值 点 ,所 以 有 F(z) 三 F(O) 王 0, 故 对 任意 实数 zx, 有 
1 二 zin(z 二 V1 二 x) 宇 vV1l 二 x 


题 型 51 一 元 函数 极 值 的 判定 或 求解 


思路 启迪 : 根据 定义 或 取 极 值 的 充分 条 件 判定 是 否 有 极 值 . 求 函 数 极 值 的 一 般 
步 台 如 下 : : 
(1) 确定 函数 的 定义 区 间 ; 
(2) 求 一 阶 导数 ,并 求 出 驻 点 及 使 一 阶 导数 不 存在 的 点 ; 
(3) 根据 取 极 值 的 充分 条 件 逐 一 判定 上 述 点 是 否 为 极 值 点 ,并 求 出 


极 值 . 
例 6 设 函 数 f(z) 在 z=0 的 邻 域内 连续 , 且 0)=0,lim 丰 一 二 2, 则 zj 在 zs=0 
处 ( > 
(A) 可 导 , 但 (0) 关 0 (B) 取得 极 大 值 
(C) 取得 极 小 值 (D) 不 可 导 


解 : 因为 没有 告知 f(x) 可 导 , 所 以 要 判别 其 极 值 只 好 用 定义 . 
A 人 二 2 十 a(z)， ”其 中 lima(x) =0 


zw01 =cosz 
于 是 存在 630; 当 XE(=6,0) 时 ;有 f(z) 一 (0) 三 [2 二 a(z)](1 一 tos X) 之 0, 即 f(x) 宇 
了 (0), 故 f(0) 为 f(z) 的 极 小 值 , 故 应 选 (C). 


例 7 设 有 方程 3/(z) 十 4z?/( 一 十) 十 之 =0, 求 /(z) 的 极 值 . 
解 : 先 求解 /(z). 方 程 可 变形 为 
3f(z) +42f( 一 本)= 一 工 (1) 
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令 := 一 士 , 则 z 一 一 十 ,将 其 代入 式 (1) 得 
3f( 一 地 + 和 fC2) -0 即 36f(= 主 +47(D 入 


于 是 
4Fz) 十 327( 一 二 )= 7 二 (2) 


联 立 方程 (1) , (2) ,得 f(x) 一 十 4z?,f (zx) 在 它 的 定义 域 (一 0,0) U0, 十 co) 上 二 阶 可 
导 髓 
re = 一 二 于 址 克 让 1 三 十 24z 


ee 
令 (zx)==0, 得 x 2 


由 F(R 可 知 ,/( 趣 )=42 为 f(z) 的 极 小 值 ; 


题 型 52 求 一 元 函数 的 最 值 及 简单 应 用 


思路 启迪 求 函数 最 值 的 一 般 步骤 如 下 : 
(1) 求 函 数 的 导数 , 求 出 驻 点 ,并 求 出 使 导数 不 存在 的 点 ; 
(2) 求 出 第 (1) 步 所 得 各 点 的 函数 值 和 该 函数 定义 域 端点 处 的 函 
数值 ; 
(3) 比较 以 上 各 函数 值 的 大 小 ,最 大 者 为 最 大 值 ;最 小 者 为 最 小 值 . 
对 实际 问题 , 先 根据 题 意 建立 函数 表达 式 , 若 只 有 一 个 驻 点 , 则 
该 点 处 的 函数 值 即 为 最 值 , 不 必 判 别 . 


例 8 在 抛物 线 xz’ 二 4y 上 求 一 点 ,使 它 到 y 轴 上 的 定点 P(0,6) 的 距离 最 短 . 
解 : 设 该 点 为 (z,y), 则 
d= V(r—0 +y—0) = Vly+(y—0) GE [0, 十 co)) 
令 F(y) 王 4y 十 (7 一 及 2, 则 产 () 王 4 十 2(y 一 人 ,CD) 王 2. 令 7) 一 0, 得 > 一 0 一 2. 
<OW OYh 忆 
(1) 当 b=2 Nf ly 3 一 0 一 2 ,可 知 y 二 6 一 2 为 f(y) 唯 一 
0 Vy20—2 
的 极 小 值 点 ,此 时 f(5 一 2) 为 f(y) 的 最 小 值 ,从 而 
mind = V7TG 二 2 = VALG—2) + 2 =2vV6—1 
(2) 当 6 二 2 时 ,六 (y)= 二 4 十 2(y 一 b) 二 2[y 一 (6 一 2)] 请 0, f(y) 单 调 增 加 ,于 是 y= 二 0 为 
f(y) 的 最 小 值 点 ,从 而 f(y) 的 最 小 值 为 
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mind = Vf(0) 三 101 


题 型 53 ”曲线 的 拐点 或 目 凸 区 间 的 判定 或 求解 


思路 启迪 : (1) 拐点 的 判定 利用 定义 和 拐点 的 判定 定理 . 拐点 的 判别 方法 如 下 : 
@@ 若 经 过 某 一 点 时 函数 大 z) 的 二 阶 导 数 变 号 , 即 若 在 点 xXo 处 有 
= ss LH de hs ear il 
了 (0) 变 号 ， 则 虑 Crzo, 了 (20)) 为 函数 的 拐点 ; 
@ 设 函 数 f(x) 在 点 z 的 某 邻 域内 有 三 阶 导数 , 且 (zo) 二 I03 
产 (Czo) 天 0 则 CzoyyGazo)) 为 曲线 yy 三 子 (z) 的 扬 点 . 
(2) 函数 的 凹凸 区 间 根 据 定义 定理 或 函数 图 形 判 定 . 一 般 解 题 程 序 


如 下 : 
@ 在 函数 y= 二 f(x) 的 定义 域内 求 y ,YY , 令 y 一 0, 解 出 使 多 一 0 的 
1 7T2 Cr。 


@ 列表 ,以 上 述 得 出 的 x1 ,zs,…szs 为 分 界 点 ,将 一 了 Cz) 的 定义 域 
分 割 成 若干 区 则 ,判断 各 区 间 中 的 正 负 , 若 在 某 个 区 间 上 % 之 0， 
则 该 区 间 所 对 应 的 曲线 为 四; 车 yy<0; 则 该 区 间 所 对 应 的 曲线 为 是， 


例 9 设 w(z) 为 连续 的 正 函 数 , 令 f(z) 二 属 |z 一 计 p(D dt;a 宇 0; 判 别 了 (xz) 的 图 形 在 [一 a,aj 
上 的 四 凸 性 ， 
解 : 

f(z) 下 | zt| odt 


=| GDgOdt| zg 
=z| gd—| tp Wt | ip Dd —z| ped 
fiD 一 | pOt zg) —zp(7) —zp(z) —| pdt zplz) 


一 gE=| pd 
f(z) = 二 gl(z) 十 g(x) 一 2p(Cz) 三 0 (因为 g(x) 是 正 函数 ) 
故 f(z) 的 图 形 在 [一 a,a] 上 是 目的 . 
例 10 设 函 数 > 一 >y(z) 由 方程 yln y 一 z 十 y 二 0 确定 , 试 判断 曲线 y 二 ytz) 在 点 (1,1) 附 近 的 
凹凸 性 , 
解 : 方程 yin y 一 z 十 y 王 0 两 边 对 工 求 导 得 
ylnyty lty =0 
即 
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y (2 Iny)=1 GD 
上 式 两 边 再 对 工 求 必得 
C2 Iny) #0 交大 (2) 


由 式 (1) 得 y (1 一 去 ,将 它 代入 式 (2) 得 (GD 一 一 去 一 0, 所 以 曲线 天 光志 本 


附近 是 凸 的 . 
例 11 设 函 数 f(x) 在 x=0 的 某 邻 域内 有 三 阶 连续 导数 , 目 当 x 一 0 时 , f(x) 一 f( 一 x) 是 工 
的 三 阶 无 穷 小 , 则 ( ). 


(A) z 一 0 不 是 f(x) 的 驻 点 (B) z= 二 0 是 f(z) 的 驻 点 ,但 不 一 定 是 拐点 
(C) z=0 是 f(z) 的 极 值 点 (D)〉(0,f(0)) 是 曲线 ?一 zz) 的 拐点 
解 : 由 已 知 得 
人 一 C= 


TO0 


ee A = = f Ce (十: 区 Ra 
~ Sr 


x—0 0 
所 以 有 lim[ 了 f(z) 十 (一 x)]==2f(0) 二 0 过 (0) 二 0 但 
lim 人 = lim £2 


= lim to (—2) = 二 /”(0) 一 “天 0 


I—0 


不 能 确定 (0) 是 否 为 0, 故 选 (B); 
例 12 已 知 点 (2,4) 是 曲线 y== 石 十 az 十 bz 十 c 的 拐点 ,上 且 在 点 z= 二 3 处 取得 极 值 ; 求 2,6， 
c 的 值 . 


解 : 由 于 点 (2,4) 是 曲线 的 拐点 ,所 以 点 (2, 作 在 曲线 上 上 ,上 | ,一 4, 


三 FE; 又 zi=3 是 函 


人 ,=0, 而 y 王 3 好 十 2az 十 0 一 6z 十 2x, 故 有 


8 二 44 十 26 十 c= 二 4 fa 王 一 6 

er- -| 
12 十 2 三 -0 t= 

注 ; 设 f(zo) 为 f(x) 的 极 值 ;f(z) 在 zo 处 可 导 , 则 了 (zo) 二 0. 


题 型 54 ”函数 曲线 的 渐 近 线 方程 的 计算 与 导数 的 判定 

思路 启迪 : (1) 车 上 lim 1 f(z) 一 6 或 lim 1 f(7)=b, 则 y 二 6 为 水 平 渐 近 线 ; 
(2 先 我 出 全 ft 太 无 定义 的 点, 然后 判断 lm 也)， 着 lim 一 人 oo 
或 lim f(z) 一 一 oo, 则 0 为 要 直 渐进 级 ; 
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(3) 着 lim /=a, lim[ f(z) 一 az]==6, 则 y 王 aQx 十 b 为 斜 渐 近 线 . 


注 ; 函 数 曲线 若 有 水 平 渐 近 线 , 则 无 斜 渐 近 线 , 但 是 应 分 xz 十 coyz 


一 co 两 种 情形 . 


(ZH27 3)er , 
y= (zx*—1)acrtan 去 的 渐 近 线 ， 


2 + 4 2 | 


ee (好 十 2z 一 3)ez E 总 盾 入 一 3 A 
my i (7 — 1)arctan Zz (一 DD，( 一 至) A 
2 
所 以 y 一 人 ,> 一 一 人 为 y= F(z) 的 水 平 渐 近 线 ， 


(2) 显然 ,T== 土 1 ,z= 二 0 为 无 定义 的 点 ,又 


- 


(zz 十 2 一 3)ez > 全 
本 二 jp Pn (x? 一 1)arctan 去 关外 Xx he 
= (x? 2z— 3)er 二 (z+ 3)es 二 es Se 
Hey I 人 CD me (Zz 十 1)arctan 工 DT 


ds ek 
1 (zx:—1)arctan zx 1 (zl1)arctan x 


所 以 z= 一 1,z 二 0 是 y 二 f(z) 的 垂直 渐 近 线 . 
(3) 因为 函数 在 z-~*ce 时 有 水 平 渐 近 线 , 所 以 无 斜 渐 近 线 . 


lim 二 lim 


ee SE 
例 14° 求 y 一 f(z) 一 > 7 二 3 一 5 的 斜 浙 近 线 . 
3 二 3 
和 
.是 二 lim[L f(z) —kz|]= lim (站 二 经 填 3 一 >) 
,te 3 -27 De 37(22 | S302) 0 
a 2(2z* 十 3z 一 2) 一 4 
所 以 y 一 7(z) 的 斜 渐 近 线 为 y 一 写 z 一 站 - 
例 15 曲线 y= 二 十 In(1 十 e) 的 渐 近 线 的 条 数 为 (。 ). 
(A) 0 (B) 1 (SE (D) 3 


解 : (1) lim y 一 lim [二 十 In(1+e) |]= 十 oo, lim y= lm [过 二 In(1+e) | 一 0, 所 以 > 一 0 


—o0 


是 曲线 的 水 平 渐 近 线 ; 
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(2) zx=0 为 函数 的 无 定义 点 , 且 lim y 一 lim | 十 十 In(1 十 e”)]| 一 0, 所 以 Zz 一 0 是 曲线 的 垂 


直 渐 近 线 ; 
(3) 因为 z-~* 一 se 时 有 水 平 渐 近 线 , 则 无 斜 渐 近 线 ,所 以 只 求 z 一 十 co 的 情形 . 
1 er 
一 十 In(1 十 @) 
lim 之 = 人 [| 


b= lim(y—#) = lim[T+Ind+e)—z|=0 
所 以 ?一 工 是 曲线 的 斜 渐 近 线 . 故 选 (D). 1 
思路 启迪 : 利用 曲率 和 沿 率 半径 的 计算 公式 : 


区 二 2 (B ut 
NS 2 ne =y()" 
(3) 曲线 在 点 M 处 的 1 是 旨 在 必 M 处 的 Res 
如 下 关系 : P : Bi 


k 
(4) yy 二 f(z) 在 点 Mlzy 处 的 曲率 圆 为 (za)? pete 三 8 暴 中 下 
2 


. 避 湿 全 


| 


wi i 


例 16 求 曲 线 y 一 zsin 工 ry 
解 : 因为 y= 二 sin x 十 xcos 工 , 二 2cos ZX 一 zsin zy 所 以 


TT 
Ce 2cos ZX— zxsinz | we ry _ Var 
一生 “下 工 十 zeos )2] 主 |z=- 志 2V2 8 


例 17 设 0o=p(z) 是 抛物 线 y=Vz 上 任 一 点 M(z,y)(z 写 1) 处 的 项 率 半 径 ,S 二 SC) 是 点 和 
到 原点 的 距离 , 求 息 . 
解 : 由 题 设 可 知 


/ 1 Ld 1 
VY sy 一 一 
2N 友 0 dv 


2 


/oN 入 
| pnD 一 让 一 计 (十 DD 


|y 
S=S(z)S= Yr 二 rz 
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所 以 


dp 2 。 
Ba Me a 
字 3 2 二 1 


| 


6.3 -方程 的 根 


题 型 56 方程 根 的 存在 性 问题 


思路 启迪 : 证 明 方程 在 (a,5) 内 至 少 有 一 个 实 根 的 问题 ， 通常 转化 为 方程 所 对 应 
的 函数 f(z) 在 (a, 内 至 少 有 一 个 零 值 的 问题 ， 在 开 区 间 (a, 如 内 存 
在 一 个 名 使 得 关于 的 关系 式 成 立 . 证 题 程序 如 下 ， 
(1) 写 出 方程 对 应 的 函数 了 (x); 
(2) 验证 f(x) 满足 罕 什 定 理 (f(z) 作 的 过 程 没有 积分 运 扯 ), 或 者 江 
;是 罗 尔 定理 (f(z) 作 的 过 程 有 积分 运算 ). 


例 18” 试 证 明 方 程 4x? 十 3zx? 一 6zx 十 1 二 0 恰 有 三 个 实 根 . 
证 : 令 FFCz) 王 423 十 3z2 一 6z 十 1, 则 f(z) 是 连续 函数 ,并 且 
Fe = fO=1, J($)=—3<0, Heo) =+oo 


由 连续 函数 零 值 定理 可 知 ,函数 72 在 (一 co;0),( 0, 到 ), (去 ;十 号 ) 各 至 少 有 一 个 零点 , 即 


方程 f(x) 二 0 在 上 述 三 个 区 间 内 至 少 有 一 个 实 根 ,所 以 方程 f(x) 二 0 实 根 的 个 数 二 3. 另 一 
方面 ,该 方程 是 三 次 方程 , 实 根 的 个 数 n<3, 因 此 方程 f(x) 二 0, 即 4z 十 3z* 一 6z 十 1 二 0 恰 有 
三 个 实 根 ， 


注 : 题 中 点 z 一 六 的 选取 方法 如 下 ， 
令 了 (z)=12z7 十 6z 一 6 二 6(2x7 十 江 和 9 汪 627 一 EE 站 1) 汪 0 可 得 为 三 3 总 号- 时 


/二 )= 一 ,7 二 一 6. 而 显然 /0) 一 1>04 所 以 就 选 了 zx 一 也 


例 19 i Zasinx 古 5 至 少 有 一 个 正 根 ,并 且 它 不 超过 a+6, 其 中 a 二 0,6 二 0. 
证 : 令 F(z) 二 zx 一 asin x 一 b, 显 然 F(z) 在 [0,a 十 6] 上 连续 ,又 
F(0) =—b=0 
F(a = (Ca 十 及 一 asin(a 十 从 一 5 一 a[I 一 sin(c 十 信 ] 达 0 

(1) 车 1 一 sin(a 十 0) 二 0, 则 和 < 十 2 为 方程 的 正 根 ; 

(2) 若 1 一 sin(a 十 四 六 0, 则 了 BGa 寺 6) 汪 0 过 F(0)Fla 十 相 二 0, 于 是 由 零 值 定理 可 知 ,存在 
一 个 EE (0;,4 十 ,使 得 FC) 二 0, 即 

< 一 asin é—b=0, 0 过 之 a 十 6 

亦 即 é—=asin 和 TD， 0<é#<a+Tb 
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故 方程 x 二 asin x 十 b 至 少 有 一 个 正 根 ,并 且 它 不 超过 a 十 6b. 

例 20 设 f(z) 在 La,b] 上 连续 ,4 (a)。 了 _-(5)>0 且 f(a) 二 f(%) 二 0. 证 明 : 方 程 f(zx)==0 
在 (a,5) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

证 : 因为 + (a》*… 广 - (5)>0, 不 妨 设 了 1 (a)>0;f- (6) 这 0. 


当 A (二 加 大 天 二 四 全 >0 时 ,由 极限 保 号 性 可 知 ,存在 一 个 总 >>0, 对 zE awa 小 
呈 ) :有 天 下 一 Fe 
jz) > Ka) 一 0 (因为 zx 一 之 0) (1) 
同 理 , 当 (一 lim 太守 一 上 入 >0 时 ,由 极限 保 号 性 可 知 ,存在 一 个 总 >0, 对 rE (0 一 名， 
必用 一 下拉 >0, 即 


f(z)=f(2)=0 (因为 x 一 6 二 0) (2) 
取 9 一 min{t9 ,62), 则 由 式 (1) 、 式 (2) 可 知 ,存在 zw El(a,a 十 6) ,xsE(b 一 6,b) ,使 得 
TG) > Ou FER I 

显然 f(z) 在 [zi ,zx;] 上 连续 ,上 且 f(xi)f(z;) 二 0, 故 由 零 值 定理 可 得 ,至 少 存在 一 点 &€ [zi， 
Xz | 己 (ayb) ,使 得 (8) 二 0; 即 F(x) 二 0 在 (a86) 内 至 少 有 一 个 实 根 : 
题 型 57 方程 根 的 个 数 的 研究 
思路 启迪 : 解 题 程序 如 下 . 

GD) 写 出 方程 对 应 的 函数 fz) AL 

(2) 由 六 (xz) 求 出 f(z) 的 单调 区 间 、 极 值 或 最 值 ; 

(3) 分 析 极 值 或 最 值 与 五 轴 的 丰 对 位 置 ,有 时 还 要 求 区 间 端 版 的 极 

限 值 . 


例 21 判断 方程 ln z 王 一 | VIT so8 23dz 在 (0, 十 oo) 内 实 根 的 个 数 . 
解 : 令 f(z) 二 In x 一 蔚 十 | Vicos 经 dz, 则 f(z) 在 (0, 十 oo) 内 可 导 . 由 于 
| Vis adr= | V2 | sinz| dz= | vasin i ' 2 
所 以 f(z)=In zx 一 二 十 2V2. 于 是 了 (Zz) 一 十 一世 令 下 (2) 一 0, 得 zz 二 es 了 Cz) 一 一 十 , 则 
广 (® = 一 就 <0, 所 以 Ce) 一 2V2 是 极 大 值 .结果 如 表 6- 3 所 列 . 


表 6-3 
和 
. 十 


fz) 单调 上 升 Fe 一 2V2 是 极 大 值 单调 下 降 
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此 外 ,由 
”mk = lm (hn ED )= 一 
x0t 20t e 


lim f(z) = lim (mm i—E 2 ) .0 8 
x—*ioo I—*too e 


可 知 f(z) 在 (0,e),(e, 十 2) 内 各 至 少 有 一 个 零 值 ;又 F(z) 在 (0,e),(e, 寸 ce) 内 分 别 是 单调 
的 ,所 以 f(z) 在 (0,e) (Ee, 十 co) 内 各 至 多 有 一 个 零 值 , 故 f(z) 在 (0,e) 9 (ey 十 co) 内 各 有 且 仅 
有 一 个 零 值 , 即 方程 在 (0, 十 ce) 内 有 且 仅 有 两 个 实 根 . 


例 22 设 当 z>0 时 ,方程 kz 十 十 一 1 有 且 仅 有 一 个 实 根 , 求 常数 的 取 值 范围 


解 : 原 方程 等 价 于 十 古 一 士 . 令 f(z) 二 十 一 士 十 k, 则 由 题 设 可 知 函 数 /Cz) 在 (0, 十 oo) 内 只 
有 一 个 零点 . 
< Oc al 
f(z) 一 一 训 十 起 ee 
> 
所 以 f(z) 在 (0,W3) 内 单调 减少 ,在 W3, 十 co) 内 单调 增加 :并且 由 lim 万 动 二 圣 ca， lim f(z)= 


可知 ,了 (V3) 一 k 一 -CV3( 最 小 值 ). 于 是 : 
当 A<0 时 ,函数 /z) 在 (03) 内 有 唯一 零点 ,在 (VS ,十 cc) 内 无 零点 ; 
当 0<k<-6V3 时 ,函数 f(z) 在 (0,V3) 内 有 唯一 零点 ,在 (V3 ,十 cc) 内 有 唯一 零 点 


当 k>-2Y3 时 ;函数 了 (z) 在 (0, 十 oo) 内 无 零点 ; 
当 一 -23 时 ,f(W3) 一 0, 即 此 时 z=V3 是 函数 /(z) 的 唯一 零点 . 
综 上 所 述 , 当 方程 hz 十 占 二 1 有 且 仅 有 -一 个 实 根 时 ,A<0 或 二 人 5. 


题 型 58 方程 根 的 唯一 性 问题 


局 后 宙 二 : 证 题 程序 如 下 . 

原 (1) 写 出 议程 对 应 的 函数 f(z)3 
(2) 验证 Jz) 在 与 方程 相同 的 区 必 间 内 至 多 有 一 个 要 值 (利用 f(z) 的 
单调 性 证 ); | 
(3) 按照 f(z) 在 与 方程 相同 的 区 间 内 至 少 有 一 个 零 值 ,验证 f(z) 或 
者 满足 零 值 定 理 (f(x) 作 的 过 程 没 有 积分 运算 ) 或 者 满足 罗 尔 定理 
(f(z) 作 的 过 程 有 积分 运算 ). 
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例 23 设 Fz) 在 La, 十 ce) 内 连续 , ja) 天 0, 在 [ae, 十 ce) 内 , 广 (z) 之 >0 居 为 常数 ,证 明 方 
程 f(z)=0 在 (ava 二 | 人) 内 有 且 权 有 -个 实 根 
证 ; (1) 证 明 至 多 有 一 个 实 根 . 

因为 六 (z) 之 k 之 0, 所 以 f(z) 在 (ava 二 | 人 四 于) 内 是 单调 增加 的 ,因而 f(z) 在 


(wa 十 Le ) 内 至 多 有 一 个 堆 值 , 即 fm) 一 二 0 在 (aie 十 Ja) 内 至 多 有 一个 实 根 | 
(2) 证 明 至 少 有 一 个 实 根 . 
由 题 设 可 知 , f(z) 在 [a,a 十 | 人 8 站 | 内 连续 ,在 (4,a 二 加 于) 内 可 导 , 则 由 拉 格 朗 日 中 


值 定理 可 得 ,存在 一 点 E (a,a 十 12 ) ,使 得 
fet ll) po = LH. Fe > LE .= Fe | 
即 
f(at LL) > FG) [= 0 (为 f(a) <0) 


又 f(a) 过 0, 所 以 f(z) 在 [avat+| 人 8 站 | 上 满足 零 值 定理 , 因此 /(z) 在 
(aa 人 |) 内 至 少 有 一 个 零 值 , 即 f(x) 二 0 在 {aa 十 | 全) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


由 0) 、(2) 可 知 ,f(z)=0 在 (awa 十 | 人 8L) 内 有 且 仅 有 一 个 实 根 . 
例 24 证 明 : 小 十 Zz 十 … 十 Xx 二 1(n]) 在 (0,1) 内 必 有 唯一 实 根 zx,, 并 求 lim zv 
解 : 设 f(z)= 二 十 zx 十 十 Zz 一 1; 则 所 (0)== 一 1, (1D)==n 一 1 之 0, 且 f(z) 是 连续 函数 . 
由 零 值 定理 可 知 , f(z) 在 (0,1) 内 有 零点 . 
又 扩 ,z= 二 nz 十 (n 一 zx" 十 … 十 1>0(zE (0,1)), 即 所 (zx) 单 调 增 加 ,所 以 f(z) 在 
(0,1) 内 有 唯一 零点 , 即 方程 忆 十 z! 十 *… 十 x 二 1 在 (0;1) 内 有 了 唯一 实 根 ; 记 为 zx. 于 是 有 
十 x! 十 司 十 z, 一 六 二 0 (1) 
Ti 十 十 … 十 2 一 有 二 10 (2) 
由 式 (1)\、 式 (2) 得 
十 (Ti 一 Xi)Q=0 
其 中 ,Q 是 z, ,zx,-1 的 函数 , 且 Q>>0, 于 是 由 式 放 0 可 知 ,zx 一 zi 过 0; 即 z, 二 zw- 尼 由 此 可 知 
{zx} 单调 减少 且 有 下 界 , 故 有 极限 , 记 为 a. 


由 式 (了) 可 得 一 瑟 / 一 1, 令 no0, 对 它 取 极 限 ,得 _ 一 1, 解 之 得 a 二 己 
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6.4 定 积分 的 应 用 


题 型 59 省 用 微 元 法 解 题 


思路 启迪 : 利用 微 元 法 解 题 的 条 件 如 下 . 
条件 1 所 求 积分 与 自 变 量 、 自 变量 变化 区 间 和 自 变 量 的 函数 三 者 
有 关 ; 
,条件 2; 所 求 量具 有 可 加 性 ， 将 自 变量 变化 区 间 各 部 分 加 起 来 ， 所 求 量 也 
相应 加 起 来 . 
若 满足 条 件 1、 条 件 2, 则 可 以 用 微 元 法 ; 
利用 微 元 法 求解 步骤 如 下 : 
(1) 先 选 择 坐 标 系 ; 
(2) 在 变化 区 间 中 取 一 小 的 子 区 间 ; 
(3) 在 子 区 间 利 用 函数 、 自 变量 和 微分 之 间 的 关系 建立 所 求 量 的 
微 元 ; 
“(4) 对 微 元 积分 即 得 所 求 量 . 


例 25 求 由 曲线 y=4 一 Zz? 及 y 一 0 所 围 成 的 图 形 绕 直线 x==3 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 ; 
解 : 如 图 6 一 3 Wi 且 0<y<4. 图 中 阴影 部 分 绕 zx 一 3 旋转 所 成 图 形 的 体积 为 
= = [x PM —x QM? Jdy 
注意 到 zi 二 一 一 Wed 则 
= VI yy — VE ydy= l2xr V4—y dy 
故 V= | 12r WAY dy 一 dr 


例 26” 设 半径 为 RR 的 球体 体 密度 gy 二 疡 , 按 以 下 情形 分 别 求 球体 的 质量 . 

(1) > 是 球 内 任 一 点 到 球 心 的 距离 ; 

(2) > 是 球 内 任 一 点 到 直径 的 距离 

(3)r 是 球 内 任 一 点 到 过 球 心 的 平面 的 距离 . 
解 : (1) 如 图 6-4 所 示 , 选 极 坐 标 系 ,积分 变量 选择 ;以 极点 O 为 中 心 ,r 为 内 径 , 厚 度 为 dr 的 
球 帝 体积 为 

dV = 4nxr’:dr 
由 于 dr 很 小 , 球 壳 密度 可 看 作 是 均匀 的 ,为 y 二 产 ; 于 是 其 质量 为 
dM = 4rrdr* 7? = 4rrdr 

故 


| 4 ps 
Mar = = 
0 S 0 J 
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(2) 球体 可 以 看 作 如 图 6- 5 所 示 的 圆 绕 y 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 ,因此 ,直径 可 以 理解 为 
该 圆 位 于 > 轴 的 直径 . 故 设 z 为 积分 变量 ,y 为 中 心 轴 , 以 zx 为 内 径 、 厚 为 dz 的 圆柱 简 可 看 作 
图 中 阴影 部 分 绕 y 轴 所 得 的 形体 ,其 体积 为 

dV = 2nrre2VR I — zr dr = drr VR 一 好 dz， gS= zx? 
故 质量 为 dM 王 4rza VR 一 zx? dz, 因 此 
MS= | dr VR = de 2 AR sin’tcos’tdt 


一 一 4xRs|， (1 — cos’t)cos’:td(cos ©) 


2 


FS 
i .= 者 于 
(3) 球体 可 以 看 作 如 图 6 - 6 所 示 的 圆 绕 = 轴 旋 转 而 成 的 旋转 体 . 


=— ANR ( 坷 cosz 一 二 cos') 


SS 
be 


Ey 


图 6-5 图 6-6 
设 = 为 积分 变量 ,图 6- 6 中 所 示 为 所 讨论 问题 在 Oz 平面 上 的 投影 , 球 中 从 z 到 > 十 dz 
这 部 分 球台 的 体积 为 dtV 王 fr(CR2: 一 之 )dz,p 一 之 ,于 是 其 质量 为 dM 一 nz (R’ 一)dz, 因 此 
M=| 2 (RC— z2 = i 1 pz 网 ”一 drps 
一 a ( 地)dz 一 2x| 2 二)dz 一 和 (三 37 )|, 15 
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题 型 60 ” 求 平 面 图 形 的 面积 


思路 启迪 : 先 画 草图 ,确定 定 积 分 的 上 下 限 ， 最 后 计算 定 积分 . 不 同情 形 下 ,平面 
图 形 的 面积 公式 如 下 : 
1. -直角 坐标 系 下 图 形 的 面积 - 
先 区 分 是 况 型 还 是 Y 型 平面 图 形 . 
(1) 若是 和 型 , 即 由 曲线 y 二 有 (ZX),y 二 fo (xX) 及 直线 并 一 ayZ 一 0 


(a<b) 所 国 成 的 曲 边 图 形 面积 为 S 一 | | AiCz) 一 户 (z)|1dz, 若 在 
[Le, 间 上 ,万 (z) 委 户 (z)， 则 

Ss=| [Lrc 一 入 CoD]dr 
图 6-7、 图 6-8 为 常见 的 两 种 情形 . 


f(z) >0,5=| /lz)dz s 2 TAa) ar 
图 6=7 图 6-8 
(2) 若是 了 型 , 即 由 曲线 工 二 gi1(y),X 二 go(y) 及 直线 y 一 cy 一 dc 到 
d) 所 转 成 的 曲 边 图 形 面积 为 S 一 | |gi(y) 一 ge(y) |dy. 若 在 区 间 
[c,dj 上 ,gi(y)<g2(y), 则 
S= | [ity —g1(y) dy 


(3) 计算 既 不 是 羡 型 也 不 是 Y 型 的 平面 图 形 DD 的 面积 时 ,应 先 将 D 
划分 为 若干 个 义 型 或 了 型 图 形 ,或 用 极 坐 标 先 处 理 一 下 . 

2. 极 坐 标 系 下 平面 图 形 的 面积 

(1) 由 连续 曲线 p 二 p10(0) ,op 二 p2(0) (p1 (9) 三 pz (0)) 与 两 条 射线 6 一 a， 
9 二 Bl(a<B) 所 围 成 的 图 形 面积 为 


S= 雪 | [#2(0) — pC0)Jao 


(2) 由 曲线 p 一 p(0) 及 射线 0 一 as0 三 BCa 二 B) 所 围 成 的 曲 边 扇形 面 
积 为 
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’ i > 》 1 8 » wk 条: 
> 二! 写 二 者 | Fe 了 dg 六 
10 生 于 ,区 3 访 图 形 动 押 SN 谨 2 


z=@(t) 
用 参数 | 一 8CL asse<p 表示 的 平面 图 彩 的 面积 为 


a ywy wu 

例 27 计算 由 抛物 线 y= 二 2x 一 x* 和 直线 y 二 一 x 所 围 平面 图 形 的 面积 ， 
解 : 作 草图 ,如 图 6- 9 所 示 . 

解 联 立方 程 | 一 “，” ,得 两 册 线 交点 为 (0,0) ,C3, 一 3). 
因为 在 区 间 [0;34] 上 上 ,一 芝 受 2 一 好; 故 所 求 平面 图 形 面积 为 

S=| [2z 一 之 一 一 DJdz 一 | Gz 一 z)dz 一 号 


例 28 计算 圆 域 z 十 y 二 8 被 抛物 线 yy 二 2x 所 分 成 的 两 部 分 的 面积 . 
解 : 作 草图 ,如 图 6- 10 所 示 ，， 


zy 二 8 
解 联 立方 程 (“，_》 “得 两 昌 线 交点 为 (2, 一 2),(2.2) 


先 求 右 半 部 分 的 面积 :在 区 间 [一 2,2] 上 , 当 <V8 一 瑟 , 所 以 
$= (7) 


ee a 
= (2 8 Sei Ee] 


二 2x 十 


w|i 


J 
2 


PHSS 


图 6-9 图 6-10 
由 于 圆 x 十 y= 二 8 的 面积 为 = 二 8x, 故 左 半 部 分 的 面积 为 
S 一 SS 二 8r 一 (2x 十 也 ) 一 6x 一 寺 
例 29 求 由 曲线 y= 二 cos xz,y 二 2sin xz,y 二 sin z 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
解 : 作 草 图 ,如 图 6 - 11 所 示 . 
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显然 积分 区 域 DD 既 非 X 型 也 非 了 型 , 现 将 D 划分 成 D! 和 
D; 两 块 , 如 图 6- 11 所 示 , 通 过 计算 可 得 曲线 > 一 cos 与 y 二 


2sin z,y 一 sin z 交点 的 横 坐标 分 别 为 arctaa 去 ,下 ,于 是 中 的 面 
积 为 
s=] (2sin Zz— sin z)dz 十 | (cos 工 一 Sin xz)dzr 
arctan 7 
arctan 让 沟 
= (一 cosz)| 十 Csin xz 十 cos x) | 
0 arctan 二 
7 有 人 
后 + (E18) 
一 工 十 2 V5 


例 30 求 所 线 的 一 拱 人 “oa 人 (0<z<<27) 与 x 轴 所 围 的 图 形 面积 . 
y 一 Q&(1 一 cos 1) 
解 : 


Ss=| yar= | a cos ?dt 
= «| “a 十 cos2t 一 2cos t)dt = Sna’ 
例 31 求 界 于 二 椭圆 压 十 六 二 1, 认 十 次 二 1(a>>6>>0) 之 间 的 图 形 面积 
解 : 由 于 图 形 的 对 称 性 ,两 椭圆 的 交点 在 直线 y= 二 x 和 y 二 一 x 上 ,因此 ,所 求 面积 S 为 在 第 一 象 
限 中 由 直线 y=z\z 轴 及 椭圆 区 十 各 二 1 所 围 图 形 面积 的 8 信 : 为 方便 起 见 ,将 李 十 次 一 1 化 为 


极 坐 标 方程 . 
工 一 ES ab’ 
将 g 代 人 入 椭圆 方程 示 十 点 一 1 中 ,得 六 = a 于 是 所 求 面积 为 


又 于 
2 大 2 
Spe 引 (94 一 直 , a reo pein 
加 
3 : cos26 
一 4ab | 一 一 一 一 d( tan 9) 


(1 也 所 tar 9) 


= ee 9) PF 一 4abarctan{( 之 】 


题 型 61 求 旋转 体 的 侧面 积 
思路 启迪 : (1) 若 旋 转 体 由 y= 三 f(z) 宇 0 和 直线 z= 二 a,Xx 二 5 所 围 的 平面 图 形 绕 工 


轴 旋 转 而 成 , 则 首 转 册 面 的 侧面 积 为 S=2x | FCzJVIT7CD dz 
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(2) 若 旋 转 体 由 凶手 凡 色 ) 半 035 二 及 (ZX) 汪 0, fi(%w) 和 fz) 和 直线 
Z 一 QZ 一 所 围 的 平面 图 形 绕 轴 旋转 而 成 , 则 旋转 曲面 的 侧面 
积 为 站 

S'— SF Ss 


=2r| f(zWIT FI dr +t 2a| fa) YiTF FY) dz 


例 32 ”过 原点 作曲 线 y= 二 Vz 一 1 的 切线 , 求 由 此 曲线 ,切线 及 zx 轴 围 成 的 平面 图 形 绕 xz 轴 旋 
转 一 周 所 得 到 的 旋转 体 的 表面 积 . 
解 : 作 草 图 ,如 图 6 12 所 示 . 

设 切 点 为 (zo; Vzo 一 1), 则 过 原点 的 切线 方程 为 


es 1 
有 2 V To E 
再 将 点 (zo;Vzo 一 1) 代 入 上 式 , 解 得 


zo 一 2， 加 一 Vzi 一 1 三 1 
所 以 切线 方程 为 y= 方式 


由 曲线 y= 二 Vz 一 1 (lz<2) 绕 zz 轴 旋 转 一 周 所 得 到 的 旋转 
体 的 表面 积 为 


2 
S， = | 2ry Vidz = | V4r 一 3dzx 二 (5V5 —1) 


由 直线 段 y 一 去 x(0<z<2) 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 得 到 的 旋转 体 的 表面 积 为 
S, = | 2x 二 zx . far =V5x 
因此 ,所 求 旋转 体 的 表面 积 为 
3 二 二 十 3 一 CUY5 —D 
OBS 


例 33 求 曲线 | 


7 
y=t—sint 


(0 过 :过 27) 绕 z 轴 和 y 轴 旋 转 一 周 所 得 到 的 旋转 体 的 表面 积 . 


解 : ee “(0<t<2 必 , 设 5, 与 $; 分 别 是 曙 线 绕 输 和 > 轴 施 转 一 周 所 得 到 的 放生 
面 的 面积 , 则 


Zr 2 
电 去 2x| 站 | Zsin$ dt = 16x 
0 0 


2x 2 
S, =27| ze Vm 十 多 di=2r| (cost) ,2sin§ d= Sr 
0 
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题 型 62， 求 已 知 截面 面积 的 立体 体积 或 旋转 体 体积 ， 
思路 启迪 ; 1. 已 知 平行 截面 面积 的 立体 体积 人 
已 知 截面 积 为 sCz) ,区 间 为 [ua 中 , 则 了 一 | scoaz 


2. 旋转 体 的 体积 
(1) 由 曲线 y 王 jz) 盖 0 和 直线 二 a,X= 二 6 及 xz 轴 围 成 的 图 形 


@ 络 工 轴 旅 转 一 周 所 形成 的 旋转 体 的 体积 为 V 一 | 72(z)dzri- 
”@ 绝 y 轴 旋转 一 周 所 形成 的 旋转 体 的 体积 为 W 一 2r | zf(z)dz 
(2) 由 曲线 y 一 万 (z) ,Y= 二 (2) (0 之 有 (2X) 志 fo (x)) 和 直线 区 二 a， 


x 一 b 转 成 的 图 形 

DH 绩 z 轴 施 转 一 周 所 形成 的 施 转 体 的 体积 为 V。=x| [及 (z) 一 
(zr) dz; 

@ 络 》 轴 旋转 一 周 所 形成 的 旋转 体 的 体积 为 V) 一 2x | [Ce) 一 
万 (z)]dz. 


例 34 求 由 圆柱 面 z 十 y= 二 a? , 袜 十 到 一 吧 所 围 立体 的 体积 . 
解 : 由 于 对 称 性 , 故 只 要 求 第 一 和 象限 的 立体 体积 ,过 zx(0 二 x 二) 点 且 垂 直 于 x 轴 的 平面 与 该 
立体 的 截面 为 边 长 为 Ya’ 一 Zz 的 正方 形 , 则 

s(xX) = a — 2 


1 


i | a A 16. 
v=8| (a zx)dzr = 8(az Se ) = a 


0 3 

例 35 一 平面 经 过 半径 为 R 的 圆柱 体 的 底 圆 中 心 并 与 底面 交 成 角 ,计算 圆柱 体 被 这 平面 截 
割 下 的 那 部 分 体积 . 

解 : 如 图 6-13 所 示 , 底 圆 方程 为 忌 十 光一 R: ,在 z 处 用 垂直 于 z 轴 的 平面 截 割 形体 所 得 截面 
为 一 直角 三 角形 ABC, 其 面积 为 


Sun 示 十 4G BC 二 二 ytanavy 一 二 CR 一 oz)tana 
故 所 求 形体 体积 为 


R 
vl ep — id en a 
R42 3 


例 36 过 点 P(1,0) 作 抛物 线 y 一 Vz 一 2 的 切线 ,该 切线 与 上 述 抛物 线 及 z 轴 围 成 一 个 平面 
图 形 , 求 此 图 形 绕 z 轴 旋 转 一 周 所 成 的 旋转 体 的 体积 . 
解 : 作 草 图 ,如 图 6- 14 所 示 . 
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XN 
的 了 


IO 


图 6-13 图 6-14 
设 所 作 切 线 与 抛物 线 相 切 于 点 Q(zo ,yo) ,切线 PQ 的 斜率 为 
/ 1 1 


-aa ZVTTElss ZYro 


切线 PQ 的 方程 为 


因为 P 点 在 PQ 上 ,所 以 


(1 一 2 一 >zo = 3, k= 


1 
2 


于 是 切线 方程 为 


| 
心 | 
| So 


故 所 求 旋转 体 的 体积 为 
| 二 ve | 2az = 到 

例 37 求 介 于 抛物 线 y=x: 和 y= 二 Vz 之 间 的 区 域 绕 y 轴 旋 

转 所 成 的 旋转 体 的 体积 ; 

解 : 作 草 图 ,如 图 Si ES 所 示 . 


可 求 出 交点 为 (0,0),(1,1), 且 在 区 间 [0,1] 上 ”Yo2 > 
多 ,于 是 
一 3x 


让 a 
和 | ydy 一 (号 本 0 10 
例 38 设 抛物 线 > 一 az 十 pz 十 < 过 原点 , 当 0 二 x 过 1 时 ， 


之 0. 又 已 知 该 抛物 线 与 工 轴 及 直线 x 一 1 所 围 的 面积 为 pi 
访 , 试 确定 常数 a,b,c, 使 此 图 形 绕 z 轴 旋 转 一 周 而 成 的 旋转 
体 的 体积 V 最 小 . 
解 : 因为 抛物 线 过 原点 ,所 以 < 二 0， 又 由 题 设 可 知 
ez?+&z)dz 一 各 二 名 一 计 ， 即 6 一 二 (一 9 


且 
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三 = 可 ur 十 好 )?dz 二 (二 a* 十 去 9 十 计 扩 ) 


= x| = 十 寺 adl 二 凑 半 寺 ( 二 a 
[5 27(1 一 


= (T1350 +27 十 37 
一 0， 则 二 sa 十 南 一 0>a 二 二 了 ,6 一 防 
Sr 一 - 告 >0 谣 以 , 当 a 一 一 了 ,0 一 也 ,一 0 时 ,体积 最 小 
人 4 


题 型 63 “ 求 平面 曲线 的 弧 长 


思路 启迪 : 不 同情 形 下 的 曲线 弧 长 的 计算 公式 : 呈 区 请 OOq 有 
1. 直角 坐标 下 
(1) 光滑 曲线 方程 为 y= f(z) (ae Ss 


| VIT FC dz; WE 

(2) 光滑 由 级 方 程 为 一 g(3) Ke 过 yd) 的 绝 长 为 /一 
| viITE0 dy 

2. 极 坐 标 系 下 

由 线 广 各 为 p=p( 四 (a<0< 加 的 屋 长 为 1 二 VDT TFC dh 
3. 曲线 方程 


上 入 方 和 为 参数 式 一 纵 六 ju<icg 网 共 并 长 和 改名 条 王 动员 
=y(7) 和 


1=| /pV TD de 


例 39 求 曲 线 y=In(1 一 z) 上 相应 于 0<z< 直 的 一 段 弧 


解 : 
加 二 一 2 ) 
!= | Vit) dz= | /1+ (oo 
二 和 
= 上 1— zx dr =2. 让 i 可 
ee 1 _ 工 从 er 
= | ;| ln 3 ; 
三 
例 40 求 押 线 | 二 ”上 相应 于 0<ce<2r 的 一 拱 . 
= 


解 : 
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2r 
2 | Va 刘 
0 


zx x 
= | rT HG 5 芝 全 ?|， sin dt=8 


例 41 求 心 形 线 r==a(l 十 cos 0) 的 全 长 ,常数 a 之 0. 
解 : 


:= 上 ri Fr 0 do=|" (一 csin 0 +a (lt+eos 0)” dg 


一 2a|- 
0 


题 型 64 ”一 元 积分 在 物理 上 的 应 用 
1. 求 变 力 沿 直 线 所 做 的 功 
思路 启迪 : 设 某 质点 在 变 办 作用 下 , 沿 工 轴 从 点 & 运动 到 点 5, 力 的 方向 始终 与 
工 轴 平行 ， 变 力 表达 函数 (+) 在 La,b] 上 和 连续 ， 则 所 求 的 功 为 
W= | rcodz 
解 题 程序 如 下 : 


(1) 建立 直角 坐标 系 ; 
(2) 取 一 积分 变量 zy 找到 微 元 dW 与 工 之 间 的 关系 dW 二 生计 


(3) 两边 同时 取 积分 得 W 二 | a 


cos ldo= da[ | cost| d= ga| cus tdt = 8a 


例 42 一 个 圆柱 形 水 池 , 底 面 半径 为 5 m, 水 深 为 10 m, 要 把 池 中 的 O 

水 全 部 抽出 来 ,所 做 的 功 等 于 多 少 ? (水 的 密度 p 王 1 kg/m ) , 

解 : 建立 如 图 6 一 16 所 示 坐 标 系 , 将 位 于 x 处 .厚度 为 dz 的 薄 层 水 抽 x 

出 来 ,其 质量 为 
AM 二 密度 义 体积 二 px 5°dz = 25npdz 

当 薄 层 水 的 厚度 dz 很 小 时 ,所 做 的 功 元 素 dW 二 25npgzdz. x 

” ”要 把 池 中 的 水 全 部 抽出 来 ,所 做 的 功 为 -0 


10 2 
W=| 25rngzrdz =25npg S| = (1250X9.8X3.14X1) kJ = 38 465 kj 


其 中 ,g 为 重力 加 速度 。 
例 43 某 建筑 工程 打 地 基 时 , 需 用 汽 锤 将 桩 打 进 土 层 . 汽 锤 每 次 击 打 , 都 将 克服 土 层 对 桩 的 阻 
力 而 做 功 . 设 土 层 对 桩 的 阻 广 的 大 小 与 桩 被 打 进 地 下 的 深度 成 正比 (比例 系数 &>0) , 汽 锤 第 
一 次 击 打 将 桩 打 进 地 下 a m: 根据 设计 方案 ,要 求 汽 锤 每 次 击 打桩 时 所 做 的 功 与 前 一 次 击 打桩 
时 所 做 的 功 之 比 为 常数 >(O 过 ”一 1) , 问 : 

(1) 汽 锤 击 打桩 3 次 后 ,可 将 桩 打 进 地 下 多 深 ? 

(2) 车 击 打 次 数 不 限 , 汽 锤 至 多 能 将 桂 打 进 地 下 多 深 ? 
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解 : (1) 记 z, 是 第 n 次 击 打 将 桩 打 进 地 下 的 深度 ;W, 是 第 却 次 击 打 所 做 的 功 , 由 题 设 , 当 桩 被 
打 进 地 下 的 深度 为 工时 , 土 层 对 桩 的 阻力 的 大 小 为 &z, 于 是 


导电 Wi=| "dr = | 8dr = 起? 
由 于 Ww; 二 r 瑟 , 即 | kzxrdz=r * Ska’ ;所 以 zx 一 a*= 二 va’ ; 即 x 二 V1 症 xa. 
由 于 WF 过 WW ' 即 ]" kzdz 二 六 ， 去 han, 所 以 一 VITrTa. 
汽 锤 击 打桩 3 次 后 ,可 将 柱 打 远 地 下 VIP 下 Fa m. 
(2) 设 zz= 二 Vi 十 r 干 了 十 … 二 Ta, 由 于 Wi 二 rrWi;, 即 ee RZrdz 一 普 。 方 ka* ,所 以 


zi 一 VTL 十 7 十 天 二 本 人世 as 
从 而 由 归纳 法 可 得 z= 二 1 十 7r 十 天 十 … 十 7! a. 所 以 


lim x» 一 lim yl rt rt “十 rr 4 = lim ee 


i 


即 当 击 打 次 数 不 限 时 , 汽 锤 至 多 能 将 桂 打 进 地 下 / 
2. 求 静止 液体 的 侧 压 力 


思路 启迪 : 设 一 平面 板 垂直 地 浸入 密度 为 p 的 液体 中 , 取 工 轴 垂 直 向 下 , 液 面 与 
Ft J 轴 重合 ， 此 时 平面 板 四 周 的 曲线 方程 为 ; EC) 
(i(z)<f(z)) 及 二 awx 王 bq<5), 则 平面 板 一 侧 所 受 压 力 为 一 


po] zx[Lfi (一 fo (x) ldz. 


a ID。 
r 


5h 入 i 
例 44” 某 闸 门 的 形状 与 大 小 如 图 6 一 17 所 示 ; 其 中 直线 1 为 对 称 负 闸门 的 上 部 为 矩形 几 BCD, 下 
部 由 二 次 抛物 线 与 线段 AB 所 围 成 . 当 水 面 与 阅 门 的 上 端 相 乎 时 ,和 欲 使 闸门 矩形 部 分 承受 的 水 还 
力 与 闸门 下 部 承受 的 水 压力 之 比 为 5 : 4, 闸 门 矩形 部 分 的 高 六 应 为 多 少 米 ? 

解 : 建立 如 图 6- 18 所 示 坐 标 系 , 则 抛物 线 的 方程 为 y 二 zx , 闸 问 矩形 部 分 承受 的 水 压力 为 


D 


图 6-17 
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b=2| TI 一 dy 
二 ze [+Dy— 委 || = peh?’ 
其 中 ,po 为 水 的 密度 ,s 为 重力 加 速度 ,闸门 下 部 承受 的 水 压力 为 
志 三 攻 WF1 一 yyydy = 全息 硅 芭 ) 


由 题 意 可 知 , 力 : po 一 5 + 4, 即 一 了 和 一 5 一 六 ,得 h 一 2,4 一 一 证 (会 去 ). 故 4 一 2, 即 亲 
ht 
门 矩形 部 分 的 高 应 为 2 m. 
3 有 求 引力 


思路 启迪 : 当 引 力 dF 的 方向 不 随 小 区 间 Lz,z 十 dzj] 的 改变 而 变化 时 ,可 直接 用 
引力 公式 和 微 元 法 ; 当 引 力 dF 的 方向 随 小 区 间 的 改变 而 变化 时 ,可 
将 引力 分 解 为 横向 、 纵 向 两 个 分 力 后 再 分 别 用 微 元 法 . 


例 45 如 图 6 - 19 所 示 , 一 质量 为 m 的 质点 位 于 原点 ,一 根 线 密度 为 o, 长 为 7 的 均匀 细 棒 在 
区 间 [a,a 十 上 ,已 知 引 力 系数 为 , 求 细 棒 对 质点 的 引力 . 


DO a x x+dr a+tl 
图 6-19 


解 ; 细 棒 在 Lz,z 十 dzj] 这 一 段 的 质量 为 cdz, 对 质点 的 引力 为 dF 二 k&* es, 故 细 棒 对 质点 的 
引力 为 


P=- par ons (t= 


例 46 设 星 形 线 zx 一 acositiyy 一 asinat 上 每 一 点 处 线 密度 的 大 小 等 于 该 点 到 原点 的 距离 的 三 
次 方 , 求 星 形 线 在 第 一 象限 的 弧 段 对 位 于 原点 处 的 单位 质点 的 引 [ 方 . 

解 : 如 图 6 - 20 所 示 , 位 于 点 (zyy) 处 .长 为 ds 的 小 段 ; 到 原点 的 距离 +r 二 Vz 十 , 线 密度 为 
户 ,其 质量 为 ds, 其 中 ds 二 VCdz) ?十 (dy)* 二 3asin tcos td 


该 小 段 对 质点 的 引力 为 dF 二 k 于 二 krds, 其 水 平分 量 为 


dF = dF .= kds 


垂直 分 量 为 dF, 二 dF 。 =kyds. 故 
一 | kacos’t »« 3asin teos tdt = 0. 6ka’ 


F,= | kasin’t » 3asin tcos td = 0. 6ka’ 
0 
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7.1 二 阶 线性 微分 方程 解 的 性 质 


设 二 阶 线性 微分 方程 
y+pr)y +qr)y = f(r) Ky 
令 f(z) 二 0, 则 方程 届 ) 导 出 
y+p(zr)y tglr)y=0 (2) 
方程 (2) 称 为 方程 (1) 对 应 的 齐 次 方程 . 
二 阶 线性 微分 方程 解 的 性 质 如 下 : 


@ 设 yy(z) ,yz(z) 为 方程 (2) 的 两 个 解 ,C1,C; 为 两 个 任意 常数 , 则 Ciy (Cz) 十 Czyz(z) 为 
方程 (2) 的 解 ; 

回 设 亲 (Cz)，y2Cz) 为 方程 (1) 的 两 个 解 , 则 罗 (Zz) 一 y2 (Zz) 或 y2 (Zz) 一 y? (ZX) 为 方程 (2) 
的 解 ; 

@ 假设 y" (xz) ,y(z) 分 别 为 方程 (1), (2) 的 解 , 则 y" (z) 十 y(x) 为 方程 () 的 解 . 


7.2 二 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 定理 


定理 1 设 % (z),y(z) 为 方程 (2) 的 两 个 线性 无 关 解 ( 即 半 全) 关 CyC 为 常数 ),Ci,Cs 为 两 


个 任意 常数 , 则 方程 (2) 的 通 解 为 
y= Ciy(z)t Cy (7) 
定理 2 _ 设 yi(z),yz(z) 为 方程 (2) 的 两 个 线性 无 关 解 ,y* (x) 为 方程 (1) 的 一 个 特 解 ,Ci ,C; 
为 两 个 任意 常数 , 则 方程 (1) 的 通 解 为 
y= Ci (Zr) 十 Ce(Z) 十 yy (CZ) 
定理 3( 又 加 原理 ) 设 y;(z) ,ys(z) 分 别 为 方程 
yom)y pr)y = f(r) 与 yhr)y p(t)y = felz) 
的 解 , 则 y 二 y1(z) 十 yz (Zz) 为 方程 六 十 Pi (zx)y 十 pa(z)y 二 有 i(z) 十 fo(z) 的 解 . 
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@ 核心 题 型 及 思路 启迪 


7.3 一 阶 微分 方程 的 求解 


题 型 65 一 阶 可 分 离 变量 方程 的 求解 


思路 启迪 : 


形式 1 >— Eee z 
i 入 光 
解法 > =f = | =| fadetc 
ON ON SA PR TO 
解法 一 NC 中 Cr 时 >| NC 和 
当 微分 dz,dy 前 面 的 项 均 可 分 解 为 仅 人 洛 志 或 的 函数 乘积 时 ,这 个 
方程 为 一 阶 可 分 离 变 量 方程. 将 工 与 y 分 别 放 到 等 号 两 边 ,然后 两 边 
同时 求 不 定 积分 . 当 方 程 中 出 现 f(zy) ,f(z 土 ) ;f(z 土 ) 竺 形式 
的 项 时 ,通常 作 相应 的 变量 替换 :一 zy 一 Z 士 yy 一己 士 罗 ，. 


例 1 解 方 程 (1 十 y)zxdz 十 (1 十 zx?)ydy 二 0. 
解 : 显然 ,方程 属于 可 分 离 变量 型 ,经 变量 分 离 得 


二 
5dz i 


1 二 
两 边 积分 得 
到 In(l 十 完 ) 一 一 到 InGl 十 昂 ) 十 去 In C 
化 简 得 
a FE YC 
其 中 ,C 为 任意 常数 . 


例 2 求解 下 列 微分 方程 : 
(1) f(zy) ydzri+g(ry)rdy=0; (2) 了 = 直上 二 tan 基 ， 
解 : (1) 令 zx 一 zy 代入 原 方程 经 整理 得 


[Faz) ©— g(r)] dr+g(wW du =0 


是 可 分 离 变量 方程 ,经 分 离 变量 得 


两 边 积分 得 


a g(w du 
丈 [LPGz) 一 区 (zz) Ju 
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g(w du 
In|z Ej SP 
其 中 C 为 任意 常数 . 


(2) 令 w= 站 ,代入 原 方程 ,经 整理 得 


是 可 分 离 变量 方程 ,经 分 离 变量 得 


两 边 积分 得 In|z| 二 In|sin x| 十 In Ci, 化 简 得 sin zx 一 士 Ciz, 即 
sinE =C (C=+0) 
其 中 C 为 任意 常数 . 
题 型 66 “一 阶 齐 次 微分 方程 或 可 化 为 齐 次 微分 方程 的 求解 
1. 一 阶 齐 次 微分 方程 的 求解 


思路 启迪 ， 令 z 之 , 则 .y 一 wz 两 边 对 工 求 导 ， 得 拼 一 wz 从 ;代入 方程 得 


: A 
和 =| 二 学 ln FE 


PU —u 
变量 还 原 :一 之 即 得 方程 的 解 ， 


例 3 求解 下 列 微分 方程 : 


dz d 
(1) 全 一 ycos jdrtzreos dy= 0; (2) ee 


解 : (1) 令 过 一 必 则 ?一 wzrydy 一 xdz 十 zdu, 代 人 原 方程 ,经 整理 得 
dz 


cos udu a 
两 边 积分 ,得 sin x 王 一 In|z| 十 C, 即 
sin 之 一 一 In | 工 | 十 C 


其 中 C 为 任意 常数 . 
(2) 由 原 方程 推 得 


之 二 w, 则 y 一 xzydy 一 xdz 十 zdz 代 入 原 方程 ,经 整理 得 
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da |24 =% 
pT 
分 离 变 量 得 
17 1 -LN 1 = 
[过 (5 | a 
两 边 积分 得 
In|u—1|—3In|u—2|—$In|uie alz ltInc 
化 简 得 
| 
=C|z| 
viwl| |u—2 | 这 


即 (y 一 z)2 一 Cy(y 一 2z)3 ,其 中 C 为 任意 常数 ， 
例 4 求 下 列 微分 方程 的 通 解 : 


(1) (z2 十 办 )dz 一 zydy 一 05 (2) (1 十 2ey )dz 十 2e3 (1—#)dy=0. 
解 : (1) 由 原 方程 推 得 


令 宕 一 避 则 y 一 wzydy 一 xdz 十 zdu, 代 人 原 方程 ,经 整理 得 


du _ 1+w 
i 
分 离 变 量 得 
1 
udu = 一 
I 
两 边 积分 得 


$e = Inlz tC 


即 光 三 x? (2ln|z| 十 C) ,其 中 CC 为 任意 常数 . 


(2) 由 原 方程 得 
天 ww 
Po 
dy 1 十 2ey 


3 一 2, 则 z 一 xyydz 一 xzdy 十 ydx, 代 入 原 方程 ,经 整理 得 


A 
> dy 1 二 +2e 


分 离 变量 得 


两 边 积分 得 
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In|w+i+2e:|+ln|y|=InC 
代入 > 一 w, 整 理 得 


即 zx 十 2yey 一 C, 其 中 C 为 任意 常数 . 
2. 一 阶 可 化 为 齐 次 型 的 微分 方程 的 求解 


思路 启迪 : 注意 观察 微分 方程 , 若 92 一 /( 2 于 包 2 二 Ga ] , 则 将 其 化 为 齐 次 型 解 


Q2 并 十 poy 十 cz 
法 如 下 : 
个 当 cl 一 c? 一 0 时 , 则 
也 
dy (azthy) dd: —g(2) 
dz C2z 立 十 py qz 十 ba 学 Rr ol) 
属于 齐 次 型 . 
四 当 |” 即 全 一 全 一 ) 时 ， 则 
QU? b» 
dy ACasz + Fa 
= Ep ) 一 60ooz 十 加 


令 ee ee ,属于 分 离 变 量 型 . 


aztbytce=0 
9 之 
azsXTbs ytcs=0, 


出 交点 (as 导 . 令 x 一 浆 十 awyY 十 B, 则 原 方程 变 为 我 一 p( 半 ) "居于 


li 且 ava 不 健 汶 0 时 ， 解 方程 组 


齐 次 型 . 
例 5 求解 下 列 微分 方程 : 
Vo 1 A 
SU (2 3 3Z:y+2y —8y. 
y 一 Zz 十 ] 二 0,，_ [z= 二 一 2 
x1 和 ; 今 XI 症 2,Y 一 y 十 3, 代 入 原 
解 : (1) 解 | 6_0 得 [一 5' 令 X 一 z+ 二 y+3, 代 入 原 方 和 得 
et 
UE 
.a 
元! 
dY 


再 令 Y 了 二 uX， , 心 =utX 属 ， ;代入 上 式 得 


第 7 章 ” 常 微分 方程 137 


de = 

ut a 
两 边 积 分 ,得 

A CLA x 十 去 InGI 十 好 ) = i 
变量 还 原 , 得 

2 十 3 aay 

arctan (2 二 >) 十 当 ln i 上 = ln|z+2 | 十 C 
其 中 C 为 任意 常数 . 
(2) 原 方程 变形 为 


ydy _ 2 十 3y 一 Td 2 rH 7 
Zzdz 3zz 十 2% 一 8 a 3z2: 十 2y2 一 如 


令 y 王 7 并 一 名 则 方程 变 为 


dn ”又 十 37 王 7 
此 “33 让 2 一 8 


2£37 7 三 0, 从 一 2 


解 | e+ 27 so 得 [1 令 X 一 6 一 2,Y 一 1, 代 人 上 式 得 
2 十 3 之 
dyY - 2X+3Y x 
dX ™ 3X+2Y 3 二 2 
再 令 Y=uX， 驻 =wtX 性 ， 代入 上 式 得 
Te = 学 
两 边 积 分 得 
i A 
变量 还 原 得 
1 
其 中 C 为 任意 常数 . 


题 型 67 ”一 阶 线性 微分 方程 的 求解 
思路 启迪 : (1) 对 于 线性 微分 方程 十 bz)Jy 一 gCz) ;二 舰 利用 通 解 公式 
= jeou ke + aD daz] 
求解 ; 
(2) 如 果 不 能 化 成 线性 微分 方程 ,考虑 因 变 量 和 自 变 量 互 换 } 即 将 央 


变量 看 作 未 知 函数 ,将 未 知 函 数 看 作 自 变量 ; 
(3) 对 不 能 化 为 线性 形式 的 一 阶 微分 方程 ,可 考虑 利用 常数 变易 法 : 


138 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


设 y=g(zx)e J (将 C 看 帮工 的 函数 ) 为 对 应 齐 次 方程 的 解 ,将 
其 代入 并 整理 得 : 


p(x)e eee dD Pp (2) 97) el 人 
两 边 积 分 得 ; 


p(X) = [a rar 他 


故 3= ej (C+ [gCz)d* “dz) 为 方程 的 通 解 


例 6 求解 下 列 微分 方程 : 
(1) zy 二 y=zx? 十 3z 十 2; (2) yln ydz 十 (z 一 In y)dy=0. 
解 ; (1) 化 原 方程 为 一 阶 线性 方程 


得 其 通 解 为 
y= lds* (x 二 十 3)jdz+C]= 二 人 :十 号 习 十 2z 十 C 
一 二 z 十 沁 z 十 2 十 二 

其 中 C 为 任意 常数 . 


i 
(2) 原 方程 一 舌 十 -下 一, 故 


二 人 二 exedy 十 Ci)= 长 飞 于 过 (本 1 一 ]n ydy 十 Ci ) 


= (sh ?十 CI 
即 
2zln y= ln y 十 C (C=2C) 
其 中 C 为 任意 常数 . 
例 7 求解 下 列 微分 方程 : 
CD = 至 =z 一 y 满 足 条 件 y| _。 


(2) (1 十 闪 )dz 十 (z 一 arctan y)dy 一 0; 


日 
» 


(新 天 二 二 一， 
Zcos y 十 sin 2y 
解 : (1L) 化 原 方程 为 一 阶 线性 方程 


得 其 通 解 为 
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一 可 党 |[C+|dedaz]= 二 + 

由 y| “一 0, 得 C= 一 1, 故 所 求解 为 "一 亏 一 到 

(2) 如 果 将 y 看 作 自 变量 ,将 z 看 作 因 变量 , 则 所 给 微分 方程 为 
dz | 1 _ arctan y 


dy 1+y¥ 1+y 
上 述 方程 的 通 解 为 


= 


-elt i ew) 


= @ ny (c + |arctan yde™mny ) 
一 etn y (C+ arctan JE 了 一 ,Gerten7》 
一 Ce wy 十 arctan y 一 1 
邵 z 王 Ce y 十 arctan y 一 1 
(3) 将 工 看 作 因 变量 ,> 看 作 自 变量 , 则 
原 方 程 > 把 一 zcos y=sin 2y (1) 
其 对 应 的 齐 次 方程 如 下 : 
@ 至 一 zeosy 一 衬 一 cosydy 
>In |z|= sin y 十 ln Gr = Cew?. (〈C 三 二 CD) 
@ 邻 r=g(y)e™w* 为 方程 (1) 的 解 ,代入 并 整理 ,得 
(yey = sin 2y 全 PC) = 2sin ycos ye ™» 
>p(y) =—2(sin y+ De ™*+C 
故 原 方程 的 通 解 为 
=—— 2(sinyt 1 Cemy 
其 中 C 为 任意 常数 . 


题 型 68* ” 伯 努 利 方程 的 求解 
思路 启迪 ; 形式 y 十 p(X)y 一 q(xz)y"《n 了 0,1) 的 伯 努 利 方 程 解法 如 下 : 
, 原 式 二 yy' 十 p(x)y "二 q(z) 7") Hp)y "一 9(z) 


今 z 二 YW 得 z= 二 (1 一 nm)p(x)z 十 (1 一 n)g(x) 为 关于 之 的 一 阶 线性 
”方程 . 


例 8 求解 微分 方程 一 全 y 二 Vyx”. 
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于 是 
= (| 二 eedz 上 C)= 辽 (了 z+C] 
故 原 方程 的 通 解 为 V3= 方 十 Cz ;其 中 C 为 任意 常数 . 


例 9 求 微分 方程 2yy 十 2zy 二 e* s 志 元 的 通 解 
解 : 令 <= , 则 所 给 的 微分 方程 为 2 十 2tz 二 esin zx, 为 一 阶 线性 微分 方程 . 它 的 通 解 为 


三 可 年 (c+|e™ sinxze Ol) 
一 6 (C+|sin zdz) Ce —e*cosz 
所 以 ,所 给 微分 方程 的 通 解 为 史 一 Ce 一 e “cos zx, 其 中 C 为 任意 常数 . 


题 型 69* ”全 微分 方程 的 求解 


思路 启迪 : 有 以 下 三 种 方法 : 
(1) 原 函 数 法 . 
车 存在 一 个 二 元 函数 w(x,y)，, 使 


a 2 pe a yy 


推断 出 孚 Pu = P(x a “一 QGesy)， 


村 = P(z,y) u(r,y) = |PCz, ydr + gC) 


= 到 二- 地 (P(r)+ P CD) = Q(x,y) 


过 gq (y) 二 ?, 过 p(y) 一 ?( 不 含 常数 C) 
u(x,y) = Jpnart pW =.C 


(2) 分 项 组 合法 . 

将 已 经 是 全 微分 的 项 提出 ， 闪 不 是 全 全 分 约 项 半 记 全 富 分 这 村 
的 方法 称 为 分 项 组 合法 . 

:要 牢记 如 下 公式 ; 


® zly + yd = zdz+ydy— 坟 d(x EM 


@ dE), a =d(> ); 
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0 d(arctan <), dy (erotan 2), 
@ Ez q(t) 2 一 dfin 之 ); 
Ty 地 Ty 
zdzr+ydy_ /1 

久之 ne d(3In(z+y)). 
(3) 曲 线 积分 法 . , 

aP [如 人 

7 一 下 到 是 PCz,y)dz+Q(z,y)dy= 0 为 全 微分 方程 的 充 要 
条 件 ,也 是 曲线 积分 | “PKz;y)dz 十 QCzy22dy 与 路 径 无 关 的 
充 要 条 件 . 


Lr,y) 
u(x»y) = es 2 ,Plz:W dr + QF dy 


2 | Psy) de +|" Q(z Way 、 


选取 (zo »Y0) 的 原 则 9 
@ 简 单 ;@P(zyo)yQCziy) 在 (zisoo) 处 具有 一 阶 连续 的 偏 导数 ， 


例 10 求解 下 列 微分 方程 : 
(1) (2ze@ 3z —1)dzri (re —2y)dy=0; 


(2) a ey, 


解 : (1) P= 二 2xe@ 十 37z 一 1, Q= 二 x?:e@? 一 2y, 于 是 
六 99 


方程 为 全 微分 方程 . 
解法 1 设 存在 一 个 u(xz,y) ,使 得 


dal(zsy) = d+ dy = Pz,y)dz+ Q(zr, ydy 
即 


3& Vy 21 == du 二 上 三 
和 27z@ 二 37 1s ay 27 


在 经 一 2ze” 十 3z* 一 1 的 两 边 积分 得 


站 一 王公 十 元 一 工 十 PC 人 
两 边 对 y 求 偏 导 得 
2 


2y = ze tg (y) 
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于 是 yg (y) 二 一 2y; 积 分 得 p(y) 二 一 六 , 故 通 解 为 
we Ha m= 
解法 2 
(3z:—1)dz+C 2y)dy+ (2re’dz+ zedy)=0 
d(z’—£)++d(—Y)++d(ze)=0 
于 是 得 


当 y 关 0 时 ,方程 为 全 微分 方程 . 
We | 2zdz +| ey 二 © 


故 HA 好 一 多 十 昂 三 


例 11 求解 下 列 微分 方程 : 
(1) (xz:—y:—2y)dz+ (z+27r—y)dy=0; 
(2) zdz ydy= (Zz 二 Ty ) dr. 


解 : (1) 本 题 不 满足 全 微分 方程 的 条 件 9 一 3 ,但 可 将 原 方程 改写 为 
( 工 3 二 zdy) 一 0 


即 
Uz y) — ZE zdy =0 
Ty 
于 起 


d(z Fy) -a(R2)= 0 
故 z 二 ?一 mn( 站 2 )=G, 即 (z 十 ye 二 Clz 一 y), 其 中 C 王 ea ， 


(2) 本 题 不 满足 全 微分 方程 的 条 件 35 一 约 , 但 由 思路 启迪 (2) 中 的 公式 可 知 


ge = d| 去 nz | 
于 是 在 方程 两 边 同 除 以 zz 十, 则 原 方程 为 
Zzdz 十 ydy _ 
Tz: 十 
即 d| 计 In(z* 十 y) ]=dz, 两 边 积分 得 


到 nz 十 交 ) 二 zx 十 ln CG 
即 
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lInC(xz: +¥)= 2r+2nC = lIn(Cie”) 
故 妇 十 光一 Ce ,其 中 CC 一 Ci. 


7.4 二 阶 或 二 阶 以 上 微分 方程 的 求解 


题 型 70 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 的 求解 
思路 启迪 : (1) y= 二 了 f(x) 的 解法 
积分 n 次 即 可 得 ,注意 每 积分 一 次 要 加 一 个 常数 . 
(2) 不 显 含 y 的 二 阶 方程 y= 二 f(x,y ) 的 解法 


令 y= 二 pyy 二 p 代入 方程 ,可 得 jp 二 f(x,p) 关 于 思 的 一 阶 方程 , 设 


有 解 p= 二 p(x,C1), 即 
= pz,C) >y = |g(z,C)dz+ GC 
(3) 不 显 含 工 的 二 阶 方程 y 二 f(y,y ) 的 解法 
je dp pl dy di 
Sy 力 ，y dr dy dz dy 代入 方程 ,可 得 


| ek 
此 为 力 关 于 y 的 一 阶 方程 . 设 有 解 p 二 J(y,C1), 即 


dx py,C1) tC dz 


积分 得 
A 
| 工 全 人 


例 12 求 微分 方程 Y(z 十 y*) 二 yy 满足 初始 条 件 y(1) 二 y (1)=1 的 特 解 . 
解 : 本 题 不 含 y, 设 y 二 p; 于 是 ==p', 原 方程 变 为 
plzr+p)=p 


即 :一 一 十 力 
解 之 得 z= 二 p(p 十 0) ,将 p(1) 二 1 代入 得 C=0, 于 是 
z= >y = Sy SiO 
结合 y(D) 一 1 得 C 一 坟 , 故 y 一 与 过 十 本. 
例 13 求解 下 列 微分 方程 : 
(1) yy 一 (y)2 一 0; (2) hs 
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解 : (1) 本 题 不 显 含 x, 令 少 =p; 将 =p 四 代入 方程 可 得 


-ry ARE 
0 
当 p==0 时 ,得 0, 证 解 得 y=C 
当 y 急 一 p=0 时 ,可 得 p 二 Ciy, 即 


y = Ciy, lIny = Cizln C2 
于 是 得 y 一 Cze57 ,其 中 Ci ,Cz 为 任意 常数 . 


(2) 本 题 不 显 合 zx, 令 y 二, 将 y= 怠 代 入 方程 可 得 


dy 
当 p= 二 0 时 ,得 y 二 0, 可 解 得 y=C. 
dp ,2p nr t= J 


d 2 d 2 
pF a 0 


1 
lary 


于 是 得 Ciz== 了 一。 一 Cz, 其 中 C1,C; 为 任意 常数 


y = OC(y—1), = Cz 二 Cs 


题 型 71 有 关 二 阶 常 系数 齐 次 线性 或 非 齐 次 线性 微分 方程 解 的 结构 的 命题 
思路 启迪 : 利用 二 阶 常 系数 齐 次 线性 方程 或 非 齐 次 线性 方程 解 的 结构 定理 . 


例 14 微分 方程 六 十 y= 二 十 1 十 sin zz 的 特 解 形式 可 设 为 ( A 

(A) y" 一 az 十 oz 十 c 十 zCAsin Z 十 Beos x) 

(B) y=z(az’+bz+TcAsin x Beosiz) 

(C) y=az’+bztect Asin zx 

(D) y=az’:+bz+c+t+Acosz 
分 析 : 利用 待定 系数 法 确定 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 特 解 的 形式 . 
解 : 对 应 齐 次 方程 y 十 y 王 0 的 特征 方程 为 洲 十 1 二 0, 特 征 根 为 4 二 十 i 

对 十 y 二 Zz? 十 1 二 ev (zz 十 ]) 而 言 ; 因 0 不 是 特征 根 , 从 而 其 特 解 形式 可 设 为 

一 az 十 zz 十 c 
对 十 y= 二 sin zx 二 Im(e*), 因 i 为 特征 根 ,从 而 其 特 解 形式 可 设 为 
yi = Xx(Asin z+ Beos x) 
所 以 yy 十 y= 二 十 1 十 sin zz 的 特 解 形式 可 设 为 
多 一 ar 十 红 十 c 十 x(Asin z 十 Beos zx) 

故 选 (A). 
例 15 在 下 列 微分 方程 中 ,以 y= 二 Cie* 十 Czcos 2z 十 Casin 2x (C1 ,CzsCs 是 任意 常数 ) 为 通 解 
的 是 ( > 

(A) yy —4y —4y=0 (B) y+y+4y +4y=0 
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(CO) 光一 Y 一 4 十 4 二 0 (D) 次 一 了 十 4y 一 4 一 0 
分 析 : 本 题 已 知 微分 方程 的 通 解 , 反 求 微 分 方程 的 形式 ,一 般 根据 通 解 的 形式 分 析出 特征 值 ， 
然后 从 特征 方程 人 手 . 
解 : 因为 y= 二 Cie* 十 Cscos 2z 十 Cssin 2x CC Cs 是 任意 常数 ) 为 通 解 ,所 以 微分 方程 的 特 
征 值 为 1, 士 2i. 于 是 特征 方程 为 Q 一 1)(X 一 2 4 十 2D 二 0, 即 
和 好 一 入 二 要 一 本 一 0 


于 是 所 求 的 微分 方程 为 
y—yY+4y 一 4y 一 0 
故 选 (D). 
例 16 函数 > 一 Ce 十 Ce “十 xe” 满足 的 一 个 微分 方程 是 ( 
(A) y —y —2y= 3 (B) y —y —2y=3e" 
(©) y+y —2y=3xe (D) y+y —2y=3e 


分 析 : 本 题 考查 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 解 的 结构 ,以 及 非 齐 次 方程 的 特 解 与 对 应 齐 
次 微分 方程 特征 根 的 关系 . 故 先 从 所 给 的 解 分 析出 对 应 齐 次 微分 方程 的 特征 方程 的 根 ,然后 由 
特 解 形式 判定 非 齐 次 项 形式 . 
解 : 由 所 给 解 的 形式 可 知 , 原 微分 方程 对 应 的 齐 次 微分 方程 的 特征 根 为 

A 二 1, hs =—2 
则 对 应 的 齐 次 微分 方程 的 特征 方程 为 

(一 1 全 2 一 -0 

即兴 十 4 一 2 二 0. 故 对 应 的 齐 次 微分 方程 为 

y+y —2y=0 

又 y 一 zez 为 原 微分 方程 的 一 个 特 解 , 而 4 三 1 为 特征 单 根 , 故 原 非 齐 次 线性 微分 方程 右 

端的 非 齐 次 项 应 具有 形式 f(x) 一 Ce*(C 为 常数 ). 所 以 综合 比较 四 个 选项 ,应 选 (D). 


题 型 72 求 二 阶 常 系数 齐 次 线性 或 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 


思路 启迪 : 1. 二 阶 常 系数 齐 次 线性 方程 

对 于 二 阶 常 系数 齐 次 线性 方程 y 十 py 十 gy 一 0, 求 解 步骤 如 下 ; 
(1) 写 出 特征 方程 时 十 胡 十 g 王 0, 求 出 根 ja hz， 
(2) 分 析 ;hz， 然 后 按 以 下 三 种 情况 得 出 通 解 : 

@ 当 XA1shz 为 粕 异 的 实 根 时 ,方程 的 通 解 为 y 二 Cier "十 Co@r”; 

©@ 当 Ai 二 Az 时 ,方程 的 通 解 为 y=(C 十 Coz)enz; 

图 当 ) 一 ao 士 训 时 ,方程 的 通 解 为 y 一 色 (Cices Br 十 Czsin Bx). 
2. 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 

对 于 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 VY 十 py 十 gy 三 f(z)，, 先 求 出 
对 应 齐 次 方程 的 通 解 了 ,然后 用 待定 系数 法 或 微分 算 子 法 求 出 一 特 
解 y”, 相 加 即 得 所 求 通 解 y=Y 十 y*， 
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(1) 待定 系数 法 . 
表 7-1 中 了 (z) 为 系数 已 知 的 对 次 多 项 式 ,RaCz)ySe(z) 为 系 
数 待定 的 上 次 多 项 式 示 二 max{m,n). 
表 7-1 


"(z=er [Ri(z)eos Br 十 


c 士 好 不 是 特征 根 SeCz)sin Br] 
fm) = [Pa(z)oos hrt 其 中 二 max 人 msn) 
PCz)sin Br] 2” (rz)=zer [Ri(z)eos Br+ 
a 士 认 是 特征 根 Sk Cx)sin Br] 
其 中 =maxCnyn) 
(2) 微分 算 子 法 ， 
@ 定 义 引 i 
区 一 一 - ,dy [一 一 d" 一 一 中 > 一 一 
ee 
因此 ,n 阶 常 系数 线性 非 齐 次 方程 


3y 十 apD 二 any +any = f(z) 
SDD ila TDF) v= fCey 
今 FD)=P:+aD"™ 上 via iD 半 a ; 则 


方程 过 F(D)y=f(z) =>y—F) ey 
注意 :表示 求 导 , 让 表示 积分 如 六 一 亏 了 2, 让 cos 一 sin ,不要 常数 
1 
1 
性 质 1 Ry pata ,下 ( 阳 天 0, 若 天 为 下 (名 的 站 重 根 , 则 


ee 


6 一 
Re 2 CD) ee (局 
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性 质 2 若 F( 一 a’) 关 0 
Fsin ar = 二 Fa az 


Ns aZ 一 ep QZ， wy ANS 
车 下 ( 一 ga?) 二 0, 不 妨 设 (一 a ) 为 F( 一 a?) 二 0 的 m 重 根 , 则 


人 i 
FO Fm 人 


QO a i CT 
FPC) Row CD 
性 质 3 


er) = 


Se Ny 
Fe F(D+Ek) 


性 质 4 
Re dr “Optra Da 


= QD) (zx? 十 页 za | er "| 
其 中 QC(D) 为 1 除 以 F(D) 按 升 团 排列 (a 十 a,_1D 十 *… i 


式 , 其 最 高 次 数 为 p. 
例 17 求解 下 列 方程 : 
(1) 4y —12y 十 9y 一 0; (2). 兴 一 7y 十 12y 王 0; 
(3) y +2y 十 3y 一 0; (4 次 十 光一 6 天 0. 


解 : (1) 对 应 的 特征 方程 为 


4X 一 1 入 十 9 汪 0 礼 (2 二 3 二 0 过 = 二 3 


故 方程 的 通 解 为 y= 二 《Ci 十 Coz)e 洒 ,其 中 Ci ,Cs 为 任意 常数 . 

(2) 对 应 的 特征 方程 为 

X74 二 12 二 0 二 QQ 一 3)Q 一 4 二 0 坟 A1= 3, XA 二 4 

故 方程 的 通 解 为 y 二 Cie* 十 Cze” ,其 中 Ci ,C 为 任意 常数 . 

(3) 对 应 的 特征 方程 为 

和 2 十 2 中 下 3 三 0 三 二 1 土 V2i 

故 方程 的 通 解 为 y= 二 e “(Cicos V2x 十 Czsin V2z) ,其 中 G1,G; 为 任意 常数 . 

(4) 对 应 的 特征 方程 为 

和 十 12 一 的 三 0 二 NA 寺 3)O 27 一 0 二 1 二 0， 二 3 2 

故 方程 的 通 解 为 ”一 C 十 Ce 十 Ciez ,其 中 CC: ,Cs 为 任意 常数 . 
例 18 求解 下 列 微分 方程 : 
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(1 y—2y +y=e; (2) y+y=eos Zz; 
(3) y+2y —3y=e”; (4) y +4y +5y=sin 27， 
解 : (1) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 
和 2 一 2 十 1 三 0 之 (一 1 =0 才 N= 二 1 
故 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 y 二 (Ci 十 Czz)e ,其 中 Ci;Cz 为 任意 常数 . 
下 面 求 方程 的 特 解 : 
Q@ 用 微分 算 子 法 . 


SE dh i 
DT 


@ 用 待定 系数 法 . 
因为 a 二 1 为 特征 方程 的 重 根 ,所 以 可 设 y" 二 Az*e , 则 
(y*) = Ar(2+ zee, (y") = A(z 4r 二 2)e 


把 y* ,Cy* )',(y* 代入 方程 中 ,得 和 A= 去 . 所 以 原 方程 的 特 解 为 


J 
y pT 


故 原 方程 的 通 解 为 y 一 (Ci 十 Csz)e 十 去 x*e ,其 中 C1,C 为 任意 常数 . 


(2) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 
pe a 0 EN 
故 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 y 二 Cicos z 十 Czsin z, 其 中 Ci ,Cz 为 任意 常数 . 
下 面 求 方程 的 特 解 : 
Q@ 用 微分 算 子 法 . 


1 1 
COS T= TFACOS T= Fxsinz 


六 2D 
@ 用 待定 系数 法 . 
因为 4== 士 i 为 特征 根 , 所 以 可 设 > 一 zC4Acos Zz 十 Bsin x), 则 
(y*) = Acos x Bsin zx 十 z( 一 Asin 工 十 Bcos x) 
(y*) = 2(— Asinz+t Beos x)— x(Acos z+ Bsin x) 


把 y* ,Cy*)',(y* 代入 方程 中 ,得 A 一 0,B 一 去. 所 以 原 方程 的 特 解 为 


ZSI 并 


Se 


2 


故 原 方程 的 通 解 为 ”一 Cucos zx 十 Czsin z 十 方 zsin zx, 其 中 Ci,C; 为 任意 常数 . 


(3) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 
开 十 204 一 3 三 0 一 国 王 一 3， 二 1 
故 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 y 二 Cre “十 Cze”, 其 中 Ci,C; 为 任意 常数 . 
下 面 求 方程 的 特 解 : 
人 用 微分 算 子 法 . 
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六 二 二 a 一 丈 a = 
@ 用 待定 系数 法 . 
因为 a 二 2 不 是 特征 根 ,所 以 可 设 y` 二 Ae”; 则 
(y") ='2Ae® 
(y’) = 4Ae” 


把 y* ,(y*)’,(y" "代入 方程 中 ,得 5Ae” 一 ee 过 A 一 二 ,所 以 方程 的 特 解 为 


WN 


ol 
四 


故 原 方程 的 通 解 为 y 一 Ce“ 十 Cue 十 二 ex” ,其 中 Cu,G; 为 任意 常数 


(4) 对 应 齐 次 方程 的 特征 方程 为 
六 十 锥 十 5 二 0 寺 入 二 一 2 十 i 如 = 一 2 一 i 
故 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 y 二 e “(Cicos zx 十 Czsin z) ,其 中 Ci ,Cz 为 任意 常数 . 
下 面 求 方程 的 特 解 : 
@ 用 微分 算 子 法 . 


sin 2 三 sin 2z = sin 2z 


二 1 1 1 
>» “D+4D+5 一 22 千 4D 十 5 4D++1 


= sin 27 二 一 击 (8cos 27 — sin 22) 
@ 用 待定 系数 法 . 
因为 2i 不 是 特征 根 , 所 以 可 设 y"=Acos 2z 十 Bsin 2z, 则 
(y* )' =— 2Asin 2z 十 2Bcos 2x 
(y*) =—4Acos 2z 一 4Bsin 2x 
把 y* ,《y* ) ,(y" ) 代 入 方程 中 ,得 
8 


B—8A=1 65 
A++8B=0 人 
8 而 视 
故 方程 的 特 解 为 
y* = 一 让 (8cos 2x— sin 27) 
故 原 方程 的 通 解 为 


y 王 ez(Cicosrz 十 Czsin x)— 击 (8cos 2z 一 sin 2x) 


其 中 Ci ,C? 为 任意 常数 . 
注 : 由 上 述 可 知 , 求 非 齐 次 微分 方程 的 特 解 时 ,微分 算 子 法 比 待定 系数 法 简单 . 
例 19 求解 下 列 微分 方程 : 

(1) y 十 4y 十 4y 二 er ,其 中 为 实数 ; 

(2) yy 二 ay 二 sin zx, 其 中 a 之 0 为 常数 . 
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解 : (1) 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 为 姑 十 4 十 4 王 0, 特 征 值 六 一 122 三 一 2, 故 对 应 齐 次 方程 的 
通 解 为 
y 一 (Ci 十 Crz)ere 
下 面 求 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 : 
@ 当 a 关 一 2 时 , 设 特 解 y= 二 Aes, 则 Cy*) 二 aAe”,(y*)" 二 2Ae” ,代入 原 方程 得 
A GE 
@ 当 o 王 一 2 时 , 设 特 解 为 y 一 Aze 二 , 则 
(y*) = 2Are* ~—2Axr’e” 
(y*)=2Ae”“—8Are ”4Ar’e” 
代入 原 方程 得 Ee 


(CitCxr)e ”+o sey a2 


(a + 
(Ci 十 CT 并) 全 + 于 [全 @ = 一 2 
另外 ,用 微分 算 子 法 解 特 解 如 下 : 


1 三 
a 
2 


(2) 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 为 汶 十 a? = 二 0 过 A 二 士 ai, 则 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
y= Cicos aq 十 Czsin az 


非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 为 


1 sn val 


儿 一 7 as nz 一 


— 二 Zcos XT, a 三 ] 


2 
故 非 齐 次 方程 的 通 解 为 


Cicos az + Czssin ax 


Tsin Z， dasel 


Cicos az + C2sin ar 3 xXx, a=1 


例 20 求 二 阶 线性 微分 方程 y 一 3y 十 2y 二 esin xz 的 通 解 . 
解 : 对 应 的 齐 次 方程 为 y 一 3y 十 2y 一 0, 其 特征 方程 为 玉 一 3 十 2 一 0, 解 得 人 王 1 2, 于 是 齐 次 
方程 的 通 解 为 
3 一 Ce 十 Coee 
而 


1 
CD— 1 — 30D— 


E81 we sinZzx 


ve 1 
DD 


a 


i 二 €@™ ne Disinz 
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一 一 Ee Bt sin z= 十 (sin 工 十 cos Z) 
故 所 求 微分 方程 的 通 解 为 


yy 三 各 人 十 Cze 上 + 而 (sin 文 十 cos- 工 ) 
其 中 Ci ,C; 为 任意 常数 . 


题 型 73* 求 欧 拉 方 程 的 通 解 


思路 启迪 : 各 项 未 知 函数 导数 的 阶 数 与 乘积 因子 自 变量 的 方 次 数 相同 的 方程 ， 
即 形 如 
wy Pan ye Fs | onizy | or 
的 方程 , 称 为 欧 拉 方程 . 其 中 al Ce 为 常数 . ， i 
解法 作 自 变量 xz 的 变量 蔡 换 , 令 工 二 e', 则 7 二 In z; 把 y 看 作 t 的 对 


zy = DD—1y 


pry™ 一 DDN 
于 是 欧 拉 方程 化 为 P,(D)y 二 fl(e!); 解 出 y 二 7( 罗 ; 则 jy 二 ylln z) 就 
是 欧 拉 方程 的 解 . 


例 21 解 下 列 微 分 方程 : 

(1) zy zy +y=2sin(ln x); 

(2) (z+1)y —(zxt+l)y +y=6(zt+IDlntr+ 1): 
解 : (1) 令 工 = 二 e', 即 tz 二 In z, 则 原 方程 可 化 为 

D(D—1)y+ Dy+ y= 2sint 
即 人 十 y 一 2sint 
相应 特征 方程 为 虹 十 1 王 0, 解 之 得 ) 王 士 1 则 对 应 的 齐 次 方程 通 解 为 
y= Cicost++Csint 

特 解 为 


bh ah Vd 
y Dori nt tps nt tcos 上 


所 以 原 式 的 通 解 为 5 

y= Cicos(ln z) 十 Czsin(ln z) 一 ln zcos(ln zx) 

(2) 令 2 中 HE 一 的 即 光 In(z 十 1D)) 则 原 方程 可 化 为 
DD—1)y— Dy y= te 
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即 2 一 2 单 +y= 6te 
相应 特征 方程 为 ?一 24 十 1 二 0, 解 之 得 4 二 1(2 重 根 ). 

于 是 ,对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 
y= (Ci Ci)e 
特 解 为 


二 Ea 1 Ei a 二 
”WF Di 


所 以 原 式 通 解 为 
y=G(z+D+C z+ lln(r+i+D)+ (z+ Din (ri) 
其 中 Ci ,Cz 为 任意 常数 . 


题 型 74 ”微分 方程 在 几何 中 的 应 用 总 注 


思路 启迪 : 解 题 步骤 如 下 ， 
(1) 根据 所 给 的 某 几 何 特 性 画 一 草图 ; 


(2) 利用 y 表示 曲线 二 f(z) 上 (zx,y) 点 处 的 切线 斜率 或 一 了 ~ 把 表示 


曲线 y 一 FCz) 上 (zyy) 点 的 法 线 斜率 以 及 党 产 (国生 ( 关 避 芝 0) 环 未 


由 曲线 y 一 a hi dd 4 
面 的 意义 , 列 方程 ; 
(3) 解 方 程 : 


例 22 设 对 任意 x>0, 曲 线 y=/(z) 上 点 (z,f(z)) 处 的 切线 在 y 轴 上 的 截 距 等 于 | f(D 


求 f(z) 的 表达 式 . 
解 : 曲线 y= 二 f(z) 在 点 (xz, f(z)) 处 的 切线 方程 为 
Y— f(z) = f(z) (XC—zx) 
邻 铸 =0, 得 截 距 Y=f(z) 一 x 了 (z). 


由 题 意 可 得 十 | f(D d=f(z) 一 zf (z), 即 


民 i 


上 式 对 z 求 导 , 化 简 得 z 瑚 (z) 十 户 Cz)= 王 0, 即 [zz 广 (z)] -一 0, 积 分 得 
zf (7) = 
上 式 两 边 再 次 积分 得 
f(z)= Clnz+i+C 
其 中 Ci ,C; 为 任意 常数 ， 
例 23 设 经 过 原点 的 曲线 族 上 任 一 点 已 处 的 切线 交 世 轴 于 点 了 从 卫 点 向 工 轴 作 垂 线 , 其 垂 足 
为 Q, 已 知 PT,PQ 与 x+ 轴 所 围 成 的 三 角形 的 面积 与 曲 边 三 角形 OPQ 的 面积 之 比 等 于 常数 ， 
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人 > , 试 求 该 曲线 族 : 


Y—y=y(X—z) 


于 是 工 坐标 为 (z 一 次,0)， 则 


APTQ 的 面积 为 
Si 一 计 字 YY 
曲 边 AOPQ 的 面积 为 
页 | ydz 
由 题 意 知 $S1/S; 一 &, 即 
并 2 
| ydz 一 3 
对 方程 两 边 求 导 得 
2&y(y 7) = 2y(y) 一 多 ys 
化 简 为 
yy 十 2(R 一 1)Cy 2 一 0 
令 y 二 pp, 则 
A 
2 p dy 
代入 方程 可 得 
py +2k—Dp 一 0 
即 


业 二 230 及 开 
y 
解 此 一 阶 方程 得 p=Cy i 即 斩 =Cy0 


又 > 去 , 则 解 得 


1 2 
=1> 


题 型 75 微分 方程 在 物理 中 的 应 用 


思路 启迪 : 导数 的 物理 意义 表示 变化 率 ,如 速度 等 .在 力学 中 的 应 用 的 解 题 步 
又 如 下 : 
(1) 建立 坐标 系 ,对 所 研究 的 物体 进行 受 力 分 析 


(2) 根据 束 庶 5 一 王 , 类 速度 4 二 9 牛顿 第 二 定律 下 一 miay 列 方程 
(3) 解 方程 


Ey = 
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例 24 一 质量 为 m 的 物体 ,在 黏 性 液体 中 由 静止 自由 下 落 , 假 如 液体 阻力 与 运动 速度 成 正比 ， 
比例 系数 为 , 试 求 物体 运动 的 规律 . 


解 : 物体 受到 的 重力 为 mg, 阻力 为 一 to, 则 一 Ae 十 mg 一 ma 而 v 一 坚 ,a 一 9 , 则 方程 为 
mx” 十 有/ < 二 mg 
令 坚 一 六 则 9 芝 一 必 , 于 是 方程 为 


Pp Eh 
解 方程 ,可 得 


因此 


2 
又 z(0)==0, 则 C= 一 ( 登 ) g. 故 
z= Wt + eR (et —1) 


例 25 ” 某 种 飞机 在 机 场 降落 时 ,为 了 缩短 滑行 距离 ,在 触 地 的 瞬间 ,飞机 尾部 张 开 减 速 企 ,以 
增 大 阻力 ,使 飞机 迅速 减速 并 停 下 . 

现 有 一 质量 为 9 000 kg 的 飞机 ,着 陆 时 的 水 平 速 度 为 700 km/h. 经 测试 ,减速 伞 打 开 后 ， 
飞机 所 受 的 总 阻力 与 飞机 的 速度 成 正比 (比例 系数 为 二 6. 0X105 kg/h). 问 从 着 陆 点 算 起 , 飞 
机 滑行 的 最 长 距离 是 多 少 ? 

解 : 方法 1 由 题 设 ,飞机 的 质量 mm 二 9 000 kg, 着 陆 时 的 水 平 速 度 芭 二 700 km/h; 从 飞机 接触 
跑道 开始 计时 , 设 i 时 刻 飞 机 的 滑行 距离 为 x (2) ,速度 为 v(D. 
根据 牛顿 第 二 定律 ,得 


my =— kv 
SE 
dy_ du,dr Sg 
dz dz dz 
由 以 上 两 式 得 
元 二 站 


积分 得 =(GD) 二 一 至" 十 CG: 由 于 w0) 一 而 ,(0) 一 0, 故 得 C 一 万 oo* 从 而 


z(t) = (wo — v(t)) 
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= v(t)—0 时 ,得 


A 0 
xz) 6 O10 le FI:05 km 


所 以 ,飞机 滑行 的 最 长 距离 为 1. 05 km. 
方法 2 根据 牛顿 第 二 定律 ,得 胃 一 一 ku, 所 以 
dv- 


二 一 出 
两 端 积分 得 通 解 v 一 Ce ” ,代入 初始 条 件 让 ,一 m 解 得 C 一 mw, 故 
yt) = we™ 
飞机 滑行 的 最 长 距离 为 
工 一 | pa = 一 Pen 六 = = 1.05 km 


或 直至 一 we , 知 
z= | as” 和 一 ze” 一 1) 


故 最 长 距离 为 当 二 站 ca 蛙 江 (一 一] 05 km. 


注 : 本 题 求 飞机 滑行 的 最 长 距离 ,可 理解 为 :一 十 oo 或 v(t) 一 0 的 极限 值 . 

例 26 在 某 人 群 中 推广 新 技术 是 通过 其 中 已 掌握 新 技术 的 人 进行 的 , 设 该 人 群 的 总 人 数 为 
N, 在 二 0 时 刻 已 掌握 新 技术 的 人 数 为 zx ,在 任意 时 刻 t 已 掌握 新 技术 的 人 数 为 (2)( 将 工 (2) 
视 为 连续 可 微 变量 ) ,其 变化 率 与 已 蕴 提 新 拷 术 的 和 类 和 和 宁 才 是 光 的 六 的 人 数 之 积 成 正比 , 比 
例 常 数 0, 求 工 (0). 

解 : 由 题 意 可 建立 微分 方程 


ED pr)IN—z(t)] 
显然 特 解 z(t)= 二 0 和 zz(?) 二 NN 都 不 符合 题 意 . 于 是 分 离 变量 得 
dz 人 E 
z(tLN— zx(2)] 
两 边 积 分 得 
oe) 
1+ Ce™ 
此 外 ,由 题 意 知 zx(0)= 二 zo ,代入 上 式 得 
Nzoes: 


(= i 
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@ 重 要 定理 、 公式 和 结论 
8.1 概念 和 性 质 


设 有 两 个 向 量 4 一 {(ziyyi yi)》 0 一 人 7z ;yz2，zZ2); 则 
(1) a 与 b 的 数量 积 定义 为 : a* b= 二 |a||bl|cos(a,b)==zizxz 十 yiys 十 Zizi. 
运算 律 : 

@ 交换 律 a， b==b， a; 

@ 分 配 律 a* (b 十 c)= 二 a。* b+a “Cc; 

@ 与 数 乘 向 量 的 运算 Ala* 二 Qa) b==a* (4b). 
i 
(2) a 与 b 的 向 量 积 c 二 aXb= , 模 |c| 二 |a||b|sin(a7b), 征 cla,c|b,a, 


ZYl Yi i 加 


T2? VY 2 
b,c 成 右手 系 . 
运算 律 : 
@ 反 交 换 律 aXb= 二 一 bXa; 
@@ 分 配 律 aX(b 十 c)=aXbaXe; 
@ 与 数 乘 向 量 的 运算 A(aXb)= 二 Qa)Xb==aX QAb). 
(3) 设 c 二 {zs;,y3,z3); 则 a,byc 的 混合 积 为 
TI YY Xl 


(a,byc) = (a Xb)*c= Tyo /2 1T2 


Z3 V3 2Z3 
混合 积 具 有 下 列 性 质 : 
@ 具有 轮换 对 称 性 , 即 (a,p,c) 一 (b,c,a) 一 (ca,D); 
@ 两 向 量 积 互 换 , 混 合 积 变 号 , 即 
(a,b,c) =—=— (a,c,b) =— (c,b,a) =— (b,a,c) 


8.2 两 个 向 量 之 间 的 关系 


设 ga 二 (zyyiyza ) 5b 一 {ZT2yY2 yz2)s C= {Tay ,23} 
(1) 两 个 向 量 垂直 的 充 要 条 件 

Q | 全 0 8 三 0 全 2 十 册 蚁 十 五 好 一 0 
(2) 两 个 向 量 平行 的 充 要 条 件 
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phexb = 并 二 和 a0 
其 中 ,着 zo,yz，zz 之 中 有 一 个 为 0, 如 zz 二 0, 应 理解 为 zx 二 0. 
(3) 两 个 向 量 共 线 的 充 要 条 件 
a 与 b 共 线 全 存在 不 全 为 0 的 常数 4,, 使 加 十 /bp 二 0. 
(4) 向 量 a 与 b 的 夹 角 a,b, 可 由 下 式 求 出 ; 
GOCE — = UE 


. MV 十 E 十 如 NE 十 衣 十 吕 
(5) a,b,c 共 面 (es 存在 不 全 为 0 的 数 4,p,v, 使 得 Xa 十 jp b+vc==0, 即 (a,b,c)= 二 0 3 


8.3 平面 方程 的 几 种 形式 


1. 点 法 式 方程 
已 知 平面 x 上 一 点 M(xzo, yyz) 和 该 平面 的 法 向 量 n 二 (A,B,C}, 则 平面 的 点 法 式 方 


程 为 
A(zF x By mT w=0 
2 一 般 式 方程 
在 点 法 式 方程 中 , 令 D= 一 Az 一 BW 一 Cz, 则 Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0, 称 为 平面 的 一 般 式 
方程 ,其 中 A,B,C 不 全 为 0. 
车 D=0, 则 平面 过 原点 ; 
若 C= 二 0, 则 平面 平行 于 zx 轴 ; 
i 其 他 情况 类似 可 写 册 


三 点 式 方 程 
M, 一 (zi y.y1 之 ] ) ,AM 一 (Z2 ?.y2 2Z2 ) ， M;= i (Za »Yy3 ,23 ) 为 平面 上 不 共 线 的 三 个 点 ， 则 由 
它们 所 确定 的 平面 方程 为 


| i Ea 
TX WY 2 一 1 


Xs XI 


4. 截 距 式 方程 
人 


其 中 :ay,p,c 分 别 为 平面 在 坐标 轴 上 的 截 距 , 即 平 面 通过 3 点 (a,0,0),(0;6,0)a《0505c). 
8.4 空间 直线 方程 的 几 种 形式 


1. 一 般 式 方程 
已 知 空间 中 两 相交 平面 Mi :Aiz 十 Biy 十 Cliz 十 D) =0 ,Nz :Aszt Bit Oz D, = 可 以 确 


定 一 直线 ,方程 为 
DE 一 0 


A4: 并 十 By 十 Cix 十 卫 ， 一 和 
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该 方程 称 为 直线 的 一 般 式 方程 ;其 中 方向 向 量 为 
$= {Ai ， Bi 3 } xX {A 也: CC2} 
2. 标准 式 方 程 
已 知 直线 上 一 点 P{zo » Yo szo} ,直线 的 方向 向 量 为 s 二 {l,m,n}) , 则 直线 的 标准 式 方程 为 


/ee Ce yo me) 
l m n 


3. 两 点 式 方程 
已 知 空间 中 两 个 点 Pi(zi »Y1 »zZ1) » P(x» »Y2 ;zz) 可 以 确定 唯一 一 条 直线 ， 癌 量 PiP; 就 可 
作为 直线 的 方向 向 量 , 则 方程 


TE NN 1 


| /We Zz Tl 
称 为 直线 的 两 点 式 方程 . 
4. 参数 式 方程 
让 二 oF 
| = yo 十 7 
过 一 20 十 姨 


MKza ,yosz0) 为 直线 上 的 已 知 点 ,s 一 {1,m,n) 为 直线 的 方向 向 量 . 
8.5 常见 二 次 曲面 的 标准 形式 


(1) 球面 方程 zz 十 yy 十 z= 二 R?(R 二 0); 
5 
(2) 椭 球 面 rt (a,byc 均 为 正 数 ); 
2 
(3) 单 叶 双 曲 面 、 要 十 其 一 抑 一 1 (avbc 均 为 正 数 ); 


i yl 
(4) 双 叶 双 曲 面 22 入 1 (aypyc 和 煌 为 正 数 ); 


(5) 椭圆 抛物 面 + 十 各 一 2pz (a,6, 均 为 正 数 ); 
2 


(6) 双 曲 抛物 面 地 一 和 ==2 2pz (a,b, 思 均 为 正 数 ); 


2 
(7) 二 次 锥 面 RR 一 所 一 二 0 (a;byc 均 为 正 数 ). 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 


题 型 76 “向量 的 运算 
思路 启迪 : 利用 向 量 的 数量 积 (点 积 )、 向 量 积 (又 积 ) 和 混合 积 的 定义 和 性 质 计 算 . 


例 1 设 (aXb)。，c==2, 则 [(a 十 b) XX(b 十 c)]， (ec 十 @) 二 
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C—O 


[Cadb) X (十 ce)] (cita) 
= (aXb+axXc+i+bXbibXxe). (ci+a) 
=(axXb)*ci+(axb).ait(axc). ciaxc) at (bXb): c+ 
(bXb)*ai+(bXe) .ci+bXxe) "a 
=(aXb)*ecei+(bXe) .a=2(aXb)c=2xX2=4 
例 2 设 向 量 x 与 4 二 2i 一 j 十 2k 共 线 , 目 x，a== 一 18, 求 向 量 xx. 
解 : 设 x=Xh4a = 二 4{2, 一 1,2} 二 {24, 一 4,2X4}, 则 
x*a= {2,—A,2A} 。 {2,—1,2} 三 9 一 一 18 
解 之 得 4 二 一 2, 故 x 二 {一 4,2, 一 4}. 
例 3 设 a,b,c 为 单位 向 量 ,a 十 b 十 c=0, 计 算 a*b 二 a*c 十 bc 二 


解 : 
(gabi+c) .b=a.bib.bi+cec.b=a**bi+l+i+c.b=0 (1) 
(a 二 bc) .a=a*at+b*.*a+c*a=1+b*aitc*a=0 (2) 
(aitbtc)*c=ae*ci+b.ectese =aect+b*cttl1=0 (3) 


由 方程 (1)、(2)、(3) 得 和 5 十 Q . c+b . c= 一 区 


例 4 设 a+ 二 3b 与 74 一 5b,a 一 4b 与 74 一 2b 垂直 , 求 a,b. 
解 : 由 题 设 可 知 
(at+3b). (7a—5b)=0 

er 。(7a—2b) =0 
即 
7a: 二 1l6a*。b—15b:==0 
7a: 一 30a b+8b 一 0 
消去 a? 得 46a。1 一 23 正 , 即 2a，b 二 局 , 代 回 方程 组 可 得 |a| 二 1b|. 于 是 


i 
i 


SO 


故 a,b 二 地 
例 5 化 简 下 列 各 式 : 
(1) (aXxb)* (aXxb)i+ (a* b)* (a* b); 
(2) (2a+b) Xec—a)+(bte) xX (atb). 
解 : (1) (aXbD). (axb)+i+(la.b). (a.b) 
=|axXxpbl:+laeb| 
=(|al|l|lb|)?sin(ab)++ (lal|lb|):cos: lab) = (lallb|)’ 
(2) (2a+b) X(Cc 一 2) 十 (十 ec) Xx (a+b) 
二 
一 24Xc 十 了 Xc 十 cXQ& 十 cX5 一 QGXc 
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题 型 77 求 平面 方程 


思路 启迪 : 熟练 掌握 平面 的 各 种 方程 形式 

(1) 着 题 设 条 件 中 平面 过 茶点 ， 则 一 一 坡 用 点 法 式 方程， 此 时 间 题 转化 

为 求 平面 的 法 向 量 n. 4 

(2) 若 题 设 中 3 平面 双 姓 “ 冰 直 虎 ( 祝 六 统 用 两 平面 的 交 线 表示 )， 则 

用 平面 束 方程 处 理 1 邯 车 直 线 认 程 为 9 
nto WA 
A2z 二 Biy 十 Coz 十 D; 一 

可 设 平 面 束 方程 为 

om We Ce = 4 
然后 结合 其 他 条 件 求解 平面 方程 ， 


宛 一 1 
例 6 求 与 两 直线 工 Ha 让 的 
z 一 2 十 ; 
解 : 设 51,5 分 别 为 直线 Li,L; 的 方向 回 量 , 则 si={0,1,1},ss={1,2,1};, 于 是 所 求 平面 的 法 
向 量 为 


n=s Xs 三 |0 1 工 王 一 之 十 了 一 天 
全 的 
故 所 求 平 面 方程 为 
20 YS 0 =0 
即 
工 一 y 十 zx 一 0 
例 7 ， 求 通过 直线 | 王 人 一 和 3 一 (日 与 平面 rtz 一 2y-2s 一 0 垂直 的 平面 方程 


A :十 一 < 一 1 王 0 
解 : 设 存在 1, 使 得 
A Oy =0 
即 
(十 AZ 十 (一 21)y 一 人 二 0 过 十 3 一 到 三 0 
因为 所 求 平面 与 平面 x:x 一 2y 一 z 二 0 垂直 ,所 以 , 
1 2 二 力 一 2。 (过 2 于 模 寺 总 上 上 轩 
解 之 得 4 二 0, 于 是 
A i i eh | 
故 所 求 平面 方程 为 z 十 y 一 z 一 1 二 0. 
例 8 求 通过 直线 :和 一 - 妆 一 弛 2 目 与 Ja: 开 1 一半 一 拓 下 平行 的 平面 方程 


解 : 设 所 求 平面 法 向 量 为 n, 由 于 工 ; 在 所 求 平 面 上 ,; 则 n| 工 ,nL, 故 可 取 
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n= {2, 计 2)2XNONy 于 灶 和 (22 
又 (Os 0， eh 故 所 求 平面 方程 为 
-Toy 2) ==0 
即 i 
注 : 若 平面 通过 的 直线 为 标准 方程 ,可 通过 三 向 量 共 面 求解 . 
设 (zyy，*z) 为 平面 上 任意 一 点 ; 令 * 一 (zyz 一 2) ,又 Li ,Li 的 方向 向 量 分 别 为 51 二 {1,0， 
一 1),s% 一 {2,1,1), 则 siyszys 三 向 量 共 面 , 故 所 求 平 面 方程 为 
元 AR 二 
2 2 
0 kW 


即 z 一 2y 一 2z 十 4 三 0. 


题 型 78 求 空间 直线 方程 TR 


思路 启迪 : 关键 是 找 直 线 上 的 一 点 及 直线 的 方向 向 量 . 若 题 设 条 件 中 有 一 个 已 
知 点 , 则 考虑 建立 直线 的 参数 方程 比较 简便 ; 若 题 设 条 件 中 提 及 直线 
与 直线 、 直 线 与 平面 相交 的 问题 , 则 一 般 将 所 求 直线 方程 化 成 参数 式 
比较 简便 ,有 时 也 用 一 般 式 . 


例 9 求 过 点 M( 一 1,2,3) ,垂直 于 直线 工 : 闻 二 首 二 识 ; 且 平行 于 平面 x:7z 十 8y 十 9z 十 10 二 0 


5 
的 直线 方程 . 


解 : 已 知 直 线 工 的 方向 向 量 s1 一 {4,5,6}) ,平面 x 的 法 向 量 为 x 二 {7,8,9). 于 是 所 求 直线 的 方 
向 向 量 为 


9z 一 2y 一 2z 十 1 王 0 
例 10 已 知 点 Mi(4,3,10) 和 直线 工 : a 
点 , 求 过 点 Mz 且 平 行 于 直线 Li 的 直线 L;. 

解 : 连接 点 Mi (4,3,10) 和 Ms (xz,，y;,z) , 设 直线 MM:; 与 Li 的 交点 为 (zo ,yo ,zo)， 则 


= 结 ， Je 2 2 = 


若 Mz 是 Mi 关于 直线 Li 的 对 称 


To 
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而 (zuvy ,m0) 在 L 上 ,满足 的 方程 , 故 所 求 的 直线 方程 为 
9 2 2 )F1=0 


‘(4 
9z 一 2y 一 2z 十 12 三 0 


时 4z 一 7y 十 4z 十 31 王 0 


例 11 求 过 点 (一 1,0,4) ,平行 于 平面 x:3z 一 4y 十 < 一 10 且 与 直线 工 :zz 十 1=y 一 3 二 万 相 交 
的 直线 方程 . 
z= 一 1 十 恰 
解 : | ，S 一 {172777}. 
z 二 4 十 nt 
平面 x: 3x 一 4y 十 z= 二 10, n 二 {3, 一 4,1}). 
直线 Di: 2 幸 站 海关 5 一 (131 2 六 
因为 LW 平面 x; 所 以 slLn, 于 是 s* n= 二 0, 即 3 一 4m 十 n 二 0. 
因为 直线 工 与 L1 相交 ,所 以 将 瑟 的 方程 代入 工 ; 中 得 


“一 帮 一 3 一 去 中 十 于) 


(LC—m)t =— 3 
加 es 三 :4 
消去 得 4 十 3 一 102 一 0. 
解 联 立 方程 
3 一 4m 十 n= 二 0 
人 一 0 
和 


取 1=16,m 二 19,n 二 28, 即 得 所 求 直线 工 的 方程 为 


工 一 一 1 十 16i 
| 


zz 一 4 十 28i 


题 型 79 平面 与 平面 .平面 与 直线 、 直线 与 直线 的 关系 
思路 启迪 : (1) 两 个 平面 的 位 置 关系 

设 有 两 个 平面 Xl: ;Az 二 Biy 十 Giz 十 Di 二 0 

xs: Azr+ BzyiC2z++D;=0 
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QD 两 平面 平行 nr 全 多 = 县 = 全 


四 两 平面 垂直 fi | ns > 人 
(2) 两 个 空间 直线 方程 的 位 置 关 系 
设 两 条 直线 方程 分 别 为 


Rt ee 关 二 


A TU 11 
有 RE es YY i Sy 
A lL» 7222 122 
OD 两 直线 平行 DVI。 总 二 一 至 一时. 
I .00 


@ 两 直线 垂直 LiL 售 HibTmims 二 ninz 二 0. 
@ 两 直线 之 间 的 夹 角 

lilz 十 721722 十 71722 
人 
(3) 直线 与 平面 的 位 置 关系 

et 

We 0 VO 0 
l 


7 n 


cos 0 二 


平面 x 为 
We 
@ 直线 与 平面 垂直 LT 全 大 一 这 ee 


@ 直线 与 平面 平行 L/x 号 Al+Bm 二 Cn 二 0. 
@ 直线 在 平面 上 工 在 平面 x 上 人 驴 Al 十 Bm 十 Cn 二 0, 且 
Az 十 Byo 十 Czo 十 D=0. 

(4) 点 到 平面 的 距离 

点 M(xzxo，,Yosz0) 到 平面 Az 十 By 十 Cz 十 D 二 0 的 距离 为 

| | Azro 十 Byo 十 Czo 十 D| 
VA 十 Bi 十 CG 

(5) 点 到 直线 的 中 高 


点 .MKzoyyoyzo) 到 直线 二 一 2 一 的 距离 为 
i J 天 


pt 4 0 


Ll 772 n 


= 
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例 12 设 有 直线 LL: 三 了 = 学 二 2,L: 一 ”4 一己 滨 ,证 明 :1 与 志 是 异 面 直线 ,并 


求 平行 于 直线 Li 和 工 : 且 与 它们 等 距离 的 平面 方程 . 
解 : Li 和 工 ; 的 方向 向 量 分 别 为 $= 二 {一 1,2;1} 和 ss 二 {0,1, 一 2). 
取 荆 ,Ls 上 的 点 Mi(1,0; 一 了 ),M;( 一 2;1;2); 则 MM 二 {一 3,1533. 


re 1 
因为 | 0 1 一 ?| 三 10 和 0, 所 以 二 与 L; 是 异 面 直线 . 
三 3. 庆 3 
又 因为 MX 的 中 点 坐标 为 ( 一 亏 , 六 ,去 ) ,所 求 平面 的 法 向 量 为 
和 
n=|—1 2 1|=—5i=27—k 
J 
故 所 求 平面 方程 为 


6- 区- 
即 5z 十 2y 十 z 一 1 一 0 


例 13 判断 两 直线 L1: 池 二 = 主 和 :一 汪 和 一 3 是 否 在 同一 平面 内 ,若是 , 则 
求 两 直线 的 交点 ; 若 不 是 , 试 求 它们 的 最 短 距离 . 

解 : 直线 Li 与 L 的 方向 向 量 分 别 为 5 二 {2,3,4} 和 si 二 {1,1,2), 并 且 它 们 分 别 过 点 
P(0,—3,0),Q(1, 一 2,2), 则 PS@={1,1,2). 

直线 Li 与 L; 共 面 名 向 量 s,s ,PQ 共 面 , 即 混 合 积 =0, 因 为 

2 
i 
1 了 


一 0 


故 直线 元 与 Lz 共 面 . 
下 面 求 直 线 碟 ; 与 上; 的 交点 : 


令 于 一 2 一 革 一 /， 即 z 王 22,y 王 一 3 十 3t, zx 一 42 代 人 Lz 的 方程 中 ,得 


2 一 1 _ 一 3 十 3 十 2 _ 此 一 2 
1 


1 2 


解 之 得 t= 二 0, 代 回 五: 地 三 2 = 字 中 ,可 得 z= 二 0;y 二 一 3,z 二 0, 故 (0, 一 3,0) 为 直线 工 与 
Ls 的 交点 . 
例 14 试 讨论 三 平面 、 

Arisarzhy+az= di, Ansar by cz = dz, xa:a3rt by caz = ds 


的 位 置 关 系 . 
解 : 
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a WB a a hh cl di 
A= C2 B2 C2 | 六 二 Q2 2 C2 d; 
as bs cs as bs cs ds 


(1) r(4)= 二 r(4)=3 时 ,方程 组 只 有 唯一 解 ,此 时 三 平面 相交 于 一 点 . 

(2) r(4) 王 3,r(4) 一 2 时 ,方程 组 无 解 ,三 平面 不 相交 ， 

因为 r(4) 王 2, 所 以 4 的 三 个 行 向 量 ClyC2 03 线性 相关 ,于 是 存在 不 全 为 零 的 数 RiyRz， 
;使 得 如 @i 十 kz@s 十 ka@s 二 0 则 当 及 Rs 均 不 为 零 时 ,三 平面 中 任意 两 平面 的 交 线 与 男 一 
平面 平行 ; 当 ,ks ,ks 中 有 一 个 为 零 时 ,三 平面 中 有 两 个 平行 , 另 一 平面 与 这 两 个 平面 相交 . 

(3) 当 r(4)= 二 r(4)=2 时 ,方程 组 有 解 且 有 无 穷 多 解 ,此 时 三 平面 相交 于 一 条 直线 . 

因为 x(4)==2, 所 以 4 的 三 个 行 向 量 记 ,应 , 房 线性 相关 ,于 是 存在 不 全 为 零 的 数 有 ,ks， 
ka ,使 得 kiP +ksB; +ksp:=0. 则 当 1 ,ks ,ks 均 不 为 零 时 ， 三 平面 互 异 ; 当 ;ks ys 中 有 一 个 
为 零 时 ,三 平面 中 有 两 个 重合 . 

(4) 当 r(C4) 王 2,r(C4A) 一 1 时 ,方程 组 无 解 , 三 平面 不 相交 . 因为 >(4) 王 1, 所 以 三 平面 平 
行 ; 又 r(C4A) 王 2, 所 以 三 平面 中 最 少 有 两 平面 互 异 . 

(5) 当 r(C4)=r(4) 一 1 时 ,三 个 方程 同 解 ,三 平面 重合 . 
例 15 设 曲 线 工 ==x(7), y 二 y(t), zx 二 z(t?) 为 平面 上 的 曲线 ,有 目 x(1) ,y(t) ,z(t) 均 有 三 阶 导 
数 , 证 明 : 
zB yD 2 
AH) YH F(t) 
a WY 
证 : 设 曲 线 所 在 的 平面 方程 为 At 十 By 十 Cz 十 D=0, 由 于 M(z(2),y(2),z()) 在 此 平面 上 ,于 
是 Azr(2) 十 By(t) 十 Cz(?) 十 D=0. 方程 两 边 对 t 求 导 得 


一 0 


Az’'(D)+By' 0)+C (=0 (1) 
方程 (1) 两 边 对 t 求 导 得 

Az’(t) + By’(t) + C(t) =0 (2) 
方程 (2) 两 边 对 上 求 导 得 

Azr”(t) 二 By (CD 十 Cz (GD =0 (3) 


因为 A,B,C 不 全 为 零 , 所 以 由 方程 (1)、(2)、《3) 所 组 成 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 , 故 
其 系数 矩阵 的 行列 式 为 零 , 即 
9 和 2 
A YE) 允 ( 人 有 
wD FH 二 (7 


三 :0 


题 型 80 求 柱 面 方程 


ED El, 
之 一 0 


思路 启迪 :; (1) 准 线 为 rd ,母线 //z 轴 的 柱 面 方程 为 f(x,y) 一 03 


准 线 为 9 ,母线 /> 轴 的 柱 面 方程 为 p(s2 一 0; 
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准 线 为 了。 we 0 怪 线 //z 轴 的 柱 面 方程 为 DCy,z) 二 0 


FGzyysz) 王 0 


se ,母线 的 方向 向 量 为 142572y, 2) 的 柱 面 方 
g(Tsy3Z)=0 


(2) 准 线 为 rd 


程 的 求法 : 
"首先 ,在 准 线 上 任 取 一 点 (x,y,z), 则 过 点 (x;y,z) 的 母线 方 
程 为 
am 
i m n 
其 中 六 ,了 ,Z 为 母线 上 任 一 点 的 活动 坐标 ,消去 方程 组 
f(xysz)=0 
g(Xsy 2) = 
ee 
l m n 


中 的 x,y;z 便 得 到 所 求 的 柱 面 方 程 . 


站 zz 十 闪 十 对 一 1 际 ee 
例 16 设 准 线 方程 为 2 十 2Y 十 忆 二 2 导线 的 方向 问 量 为 ( 1,0,1} , 求 这 个 柱 面 方程 . 


解 : 柱 面 的 母线 方程 可 表示 为 
Rg se a 
一 
令 半 == 和 2=w, 则 zx 一 X+t,yY,z 二 Z 一 t. 将 其 代入 准 线 方程 ,有 
ee Cy | 
2(X 十 2 十 222 十 (QZ 一 为 2 ==2 
(XX 二 +2Z): 十 普 二 1 
工 十 1 
例 17 设 准 线 方程 为 | ” i ,母线 平行 于 直线 x 二 y 二 z, 求 该 柱 面 方程 . 


解 : 由 题 设 可 知 ,母线 的 方向 向 量 为 {1;1,1}), (x,y;z) 为 准 线 上 任意 一 点 ,于 是 柱 面 的 母线 方 
程 可 表示 为 


(1) 


/ee 
1 1 1 


SX 2 < 则 z=X 一 t,y==Y 一 t,z 二 Z 一 t, 代 入 准 线 方程 ,有 
(XBTY=—(Z—» ,=1 01) 
(X—2i)— (YC—D+(Z—D =0 


解 之 得 :一 X 一 去 ,将 其 代入 式 (1), 可 得 所 求 的 柱 面 方程 
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2Y —22==0 


题 型 81 求 投影 线 方程 


思路 启迪 : 经 过 丁 的 每 一 点 均 有 平面 x 的 一 条 垂 线 , 这 些 垂 线 , 构 成 一 个 柱 面 ， 
称 为 工 到 平面 x 上 的 投影 柱 面 . 
(1) 投影 曲线 的 求法 : 
@ 求 出 通过 空间 曲线 厂 且 垂直 于 平面 x 的 投影 柱 面 
pT»Y)Z) = 0 
© 投影 曲线 为 | 让 全 全 
x 的 方程 
Fi(z,ys2)=0 


F(x yz) 二 0 在 侍 标 平面 zOy 上 的 投影 曲线 


(2) 空间 电线 | 


的 求法 ， 
0 从 方程 组 | "> 一 0 中 消去 ,得 到 一 个 母线 人 Vz 轴 的 柱 
2(T yz)=0 


面 方 程 p(x,y) 二 0; 
@ 将 glz,y)==0 与 z==0 联 立 , 即 得 了 在 zOy 平面 上 的 投影 方 
g(x,y)=0 , 
hk , 
J 互 > Fi(ryyz)—0 
类 似 可 求 得 er 


方程 . 


在 坐标 平面 yOz,zOx 上 的 投影 


和 2z2? 十 4 十 邓 一 4z 
Ws 设 曲线 方程 为 | ?8 | 32 二 12。 
解 : 通过 配方 ,将 上 述 方程 组 变形 为 
作 十 4y 十 (zz 一 2)* = 二 4 
zz 一 8y 十 3(z< 一 2)2 = 12 


, 求 它 在 三 个 坐标 面 上 的 投影 . 


zx: 十 4y 二 0 
w=0 
Xx 十 z=4z [2—4y=4z 
3y 一 0 | f 


消去 <, 可 得 之 十 4y 一 0, 于 是 曲线 在 xOy 平面 上 投影 方程 为 


类 似 可 求 得 曲线 在 zOz, yOz 平面 上 的 投影 方程 分别 为 | 


元 一 (0 
z=3—t 

例 19 求 直线 rt tt 上 的 投影 方程 . 
z= 二 5 十 8z 
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X=3—t 


解 : 直线 了 一 1 十 2z 在 三 个 坐标 面 zOy ,zxOz,yOz 上 的 投影 方程 分 别 为 


zx 一 5 十 8 
w= 3— 工 一 3 一 ! 工 王 0 
it rt 
z=0 z 三 5 十 8 lz 三 5 十 8t 
下 面 求 直线 工 在 平面 x:zx 一 y 十 3z 十 8 二 0 上 的 投影 方程 : 
先 求 出 通过 直线 工 目 垂直 于 平面 x 的 平面 x* 的 方程 ,此 即 直 线 工 在 平面 x 上 的 投影 柱 面 . 
直线 工 的 方向 向 量 为 s 二 {一 1,2,8) ,平面 x 的 法 向 量 n 二 {1, 一 1,3), 设 平面 x* 的 法 向 量 
为 n" ,由 投影 柱 面 的 意义 ,有 
i 开关 
二 | 2 \¥ 
1 3 
又 平面 x* 通过 直线 工 , 可 知 直线 工 上 的 点 P(3, 一 1,5) 在 平面 x* 上 ,于 是 该 平面 方程 为 
ba(w 0 lg tl Cea) =0 
即 14z 十 11y 一 > 一 26 一 0. 
故 所 求 工 在 平面 x 上 的 投影 方程 为 
ed 
有 一 二 3z 上 上 80， 


题 型 82 ” 求 旋转 曲面 方程 
思路 启迪 :《〈1) 坐标 面 上 的 曲线 绕 坐 标 轴 旋转 所 得 旋转 曲面 方程 的 求法 如 下 ， 
设 曲 线 方 程 为 7 ”0, 屠 
@ 若 绕 y 轴 旋 转 , 则 旋转 曲面 的 方程 为 f( 士 Vx 十 ,yy); 
@ 若 绕 工 轴 旋转 , 则 旋转 曲面 的 方程 为 f(z, 士 Vy 十》. 
其 他 坐标 面 上 曲线 方程 绕 坐 标 轴 旋转 所 成 的 旋转 曲面 方程 类 
似 , 绕 哪个 轴 旋 转 , 该 轴 所 对 应 的 变量 不 变 , 另 一 个 变量 用 其 他 两 个 
变量 的 平方 和 的 算术 平方 根 ( 加 士 号 ) 代 车 . 
Z 一 工 (1) 
(2) 空间 so 工 轴 旋转 所 得 旋转 曲面 的 方程 为 
z=xz(t) 
十 型 一 奖 @) 二 2(2) 
T= (2 
消去 上 即 可 得 . 
类 似 可 得 绕 六 z 轴 所 得 旋转 曲面 的 方程 . 
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例 20 求 下 列 各 平面 曲线 的 旋转 曲面 方程 : 
业主 区 
CD (分别 线 z 灿 y 轴 C2 | 一 分别 绕 y 轴 .= 办 
二 = 
解 : (1) 线 工 轴 的 旋转 面 方程 为 x :十 4(y 十) 二 1; 
绕 y 轴 的 旋转 面 方程 为 TI: 十 z? 十 4y: 二 1. 
(2) 绕 y 轴 的 旋转 面 方程 为 Vz 十 xX? 二 Vy , 即 y 二 之 十 Zz?; 
绕 z 轴 的 旋转 面 方程 为 z= 二 V Vy 十 x? 二 Vy 十 zx. 
例 21 求 直线 :了 一 子 一 汪 卫 在 平面 x:x 一 y 十 2z 瑟 =0 上 的 投影 直线 L。, 并 且 Lo 绕 ? 


轴 旋 转 一 周 所 得 曲面 方程 . 

解 : 平面 < 的 法 向 量 m 一 位 ,一 1;2}* 直 线 工 的 方向 向 量 s={1,1) 一 1). 于 是 直线 工 在 平面 

上 的 投影 平面 方程 为 

区 二 A 
1 Be 
1 = 2 


一 0 


即 zx 一 3y 一 2z 十 1 一 0， 


于 是 L 的 方程 为 2 


241 0' 消 去 得 一 2y 所 以 Je 的 参数 式 为 
T= 2t 
y= 
z 一 方 (1 一 
故 所 求 旋转 曲面 方程 为 
1 2 1 2 
于 十 又 二 (20 十 [去 一 信 | = (237 十 [ 硬 4 一 | 
即 4z 一 17y* 十 4z* 十 2y 一 1 二 0. 


第 9 章 多 元 函数 微分 学 


9.1 连续 、 可 微 和 可 寻 的 关系 


定理 1 设 函 数 z 二 f(z,y) 有 二 阶 连续 的 偏 导数 , 则 疡 (zy) 王 万 (z,y). 
定理 2 设 函数 z 二 f(z,y) 在 P(z,y) 点 处 可 微 , 则 经 一 f(x) 二 所 (zy) 一 定 存在 , 且 


de= 优 dr+ 守 dy 


定理 3 设 函数 < 一 f(z,y) 在 PCz,y) 点 处 两 个 偏 导数 于 一 天 (zy), 卫 一 太 (z,y) 存 在 且 连 


续 , 则 z= 二 f(z,y) 在 P(zyy) 点 处 可 微 . 
注 : 逆 定理 不 成 立 . 


9.2 多 元 函数 的 极 值 


定义 1 设 函 数 z 一 Az,y) 在 PCzo,m) 点 的 邻 域 内 有 定义 ,QCzyy) 为 该 邻 域内 异 于 PCzo ,yo) 的 
任 一 点 ; 若 恒 有 zy 全 > ,y) (或 zy 二 Fo ,V0)), 则 mm ?.y0 ) 称 为 ee f(r,y) 的 极 小 
值 ( 或 极 大 值 ) , 极 大 值 和 极 小 值 统称 为 极 值 ,使 函数 取 极 值 的 点 为 极 值 点 . 
x 一 0 
定义 2 方程 组 K 他 一。 的 解 (mvy) 称 为 =- cz,y) 的 驻 点 ,但 不 一 定 是 极 值 点 
定理 1( 取 极 值 的 必要 条 件 ) 设 f(zo,yo) 为 z= 二 f(z,y) 的 极 值 ,又 产 Cz,y), 广 Czyy) 在 
让 (25 yo) 一 0 
Paa) 点 存在 , 则 | 亡 人 一 0 
定理 2( 取 极 值 的 充分 条 件 ) 设 函 数 z 二 f(zx,y) 在 P(zo ,yo) 点 的 邻 域内 ,具有 二 阶 连续 的 偏 
导数 , 且 [ 人 C0,A=f4 (zowy0)1B= 所 (zw0),C= 户 Ce 出 
Ca yo) 0 
(1) 车 BB 一 AC<0, 若 A 二 0( 此 时 C>>0) , 则 f(zo ,yo) 称 为 z= 二 f(z;y) 的 极 小 值 ; 若 A=0 
(此 时 C 一 0) , 则 f(zo ,和 yo) 称 为 z==f(z,») 的 极 大 值 . 
(2) 若 B? 一 AC 二 0, 则 f(zo ,Yo) 不 是 zz 三 f(x,y) 的 极 值 . 
(3) 若 B: 一 AC 二 0, 则 用 配方 法 验证 f(z ,yo) 是 否 为 z= 二 f(z,y) 的 极 值 . 
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@ 核心 题 型 及 思路 启迪 


9.3 多 元 函数 微分 


题 型 83 ”有 关 二 元 函数 定义 域 . 极 限 、 连 续 的 计算 题 


思路 启迪 : (1) 求 二 元 函数 的 定义 域 ,与 一 元 函数 类 似 , 根 据 分 式 的 分 母 不 能 等 
于 零 、 偶 次 根 内 的 函数 非 负 、 对 数 的 真 数 必须 大 于 零 、 反 三 角 函 数 定 
义 域 的 要 求 等 ,得 到 不 等 式 组 ,从 而 求 得 二 元 函数 的 定义 域 . 二 元 函 
数 的 定义 域 是 一 个 平面 区 域 . 
(2) 求 二 元 函数 的 极限 , 需 注意 ; 
@ 必须 正确 理解 (z,y) 一 (zo,y) 的 含义 : 它 是 指 在 平面 上 点 
(zsy) 以 任何 方式 、 任 何方 向、 任何 路 径 趋 于 (zxo,yo); 比 一 元 函数 
ZX 一 Xo 要 复杂 得 多 . 
@@ 判断 二 元 函数 极限 不 存在 的 方法 :一 是 当 动 点 (zx，y) 以 两 种 
不 同 的 方式 或 路径 | > 他。 。C (其中 为 (zi 分 子 
一 工 或 y 二 x (2) 
最 低 次 项 短 ) 趋 于 点 (xo,yo) 时 ,函数 f(zx,y) 趋 于 不 同 的 极限 值 ;二 
是 选取 一 种 方式 或 路 径 , 动 点 (x;Y) 按 此 方式 或 路 径 趋 于 (zo ,Yo) 时 ， 
极限 limf(z,y) 不 存在 . 
图 求 二 元 函数 的 极限 , 常 要 利用 一 元 函数 中 有 关 求 极限 的 公式 
或 法 则 . 
(3) 判断 二 元 函数 连续 性 的 方法 ; 因为 二 元 函数 连续 的 定义 是 建立 
在 二 元 函数 极限 的 基础 之 上 的 ,因此 ,可 通过 二 元 函数 的 极限 讨论 二 
元 函数 的 连续 性 . 
设 函 数 zx 一 er a De 
@ 在 Plzo,yo) 点 处 xz 一 f(z,y) 有 定义 ; 
@ limf(z,y) 存 在 ; 
® lim f(x,y)=f(zo, 0) 


则 称 = zy,y) 在 P(xzo,yo) 点 连续 . 


172 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


例 1 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 


1) z=ln(—z—y) +arciih 2 (2) z=Vz—Vy. 
解 : (1) 若 要 使 函数 有 意义 , 则 须 满足 : 
人 I a 了 < 
站 < [sllel Hz (Irl<selzlz0 (VY< 


故 所 求 函 数 的 定义 域 为 {(z,y)|z<0 且 zx<y< 一 z}. 
(2) 若 要 使 函数 有 意义 , 则 须 满足 
Co 之 yy 之 0 
7 之 0 y 宇 0 工 之 0 
故 所 求 函 数 的 定义 域 为 {(z,y)10 二 yx? 且 zx 之 0)}. 
例 2 函数 zx 一 本 文 十 y 才 0 
0， 元 十 y 一 
解 : 令 y= 二 一 z 十 x , 则 


| 
lim(1 十 zy) 韦 = lim(1 —z +z) = lim[ (1+ zt pe See a 罗 。 
ey 


又 因为 lim(1 十 x = sj 二 e, 但 lm 二 


0 在 (0， 0) 点 是 否 连 续 ? 


志 不 存在 ， 所 以 名 人 上 my 六 5 不 存在 , 则 


Ui ， Tye0 
0， ZX 十 y 二 0 


题 型 84 ”简单 显 函 数 < 二 f(x,y) 偏 导数 的 计算 


思路 启迪 : (1) 在 求 f; 时 ,将 自 变量 y 看 作 常数 ,利用 一 元 函数 的 求 导 公式 和 
导数 的 运算 法 则 即 可 求 得 . 求 f 时 类 似 . 
(2) 在 求 z= 二 f(x,y) 在 点 P(xzo,yo) 处 的 偏 导数 fi 《zo，yo)( 或 
f(xory0)) 时 ， 只 需 将 y 三 Yo( 或 区 二 Zo) 代入 f(zsy) 中 ， 再 对 x( 或 
J) 求 导 即 可 . 


例 3 求 下 列 函 数 的 偏 导数 ， 
(1) 设 z= 人 求 2 ,zs; 
(2) 设 z= 二 xz? , 求 z/,z'. 
解 : (1) 入 = 二 [et?cos(y—z)]:=e™Ycos(y—zx)+e™[—sin(y—zx)|(—1) 
=ety[cos(y—z)+sin(y—Zz) |] 
z, =[ertYcos(y—zx) =etcos(y—z) Te [—sin(y—z)]* 1 
=erty[cos(y—z)—sin(y—2)] 


(2) z=(2) =yr”!, zh =x),=2 ln x. 


例 4 设 f(z,y)==e? sin roy 十 (z 一 DarctanA/ 3 RI I 1 0. 


在 (0,0) 点 不 连续 . 
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解 : 因为 


z= f(z;1) = esin x (z— 1)arctan Vz = (zx— 1)arctan ME 
所 以 : 


f(z,D) = [L(xz— larctan Vr | = arctan Vz + (z—1) 这 。 


ri, -1 


有 Sa 
Ss (arctan Vz + 于， eh = a le 
因为 
z= f(],y) = sin ny 
所 以 
户 (1,1) = (esin ry = (esin ny ne cos ny)y-1 一 一 Te 
因为 
z= f(0,y) = sin ny 
所 以 


f(0,1) = (sin ny) 1 = (ros ny) yi =— x 


题 型 85 ”考查 二 元 函数 z= 二 了 (x,y) 的 连续 、 偏 导 及 可 微 性 
思路 启迪 : (1) 验证 z 二 f(z,y) 在 P(z,yo) 点 处 可 微 的 方法 : 
只 要 验证 极限 
Te A fz (XosY)AT— f(ro3 yo)Ay 了 0 
Zz VAz) 十 (Ay)2 | 
或 
A 2 CT0s As (To oDJAy 二 
人 V(Az) + (Ay) 
车 为 0, 则 可 微 ; 若 不 为 0, 则 不 可 微 . 
(2) 函数 之 二 f(zyy) 连 续 、 可 导 ( 指 偏 导 数 存在 )、 可 微 三 :者 的 关系 : 


a 可 导 
3 a 
例 5 设 二 元 函数 
es 十 六 )cos -志趣 ， 好 十 六 天 0 
0， 秦 填 光一 0 


(1) 求 天 (0,0) , 疡 (0,0); 
(2) 产 (zy ;及 (zsy) 在 点 (0,0) 处 是 否 连续 ? 
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(3) f(z,y) 在 点 (0,0) 处 是 否 可 微 ? 

解 : (1) 用 偏 导数 定义 计算 
ZX: Cos 1 
瑚 (0,0) = lim £0 — 全 


之 I—0 3 


2 1 
60S Ti 
POO = ly LD KOO Jn 
y0 y y—0 了 
(2) 当 二 十 学 尖 0 时 ， 


(zy) 三 27zcos 


Tx s 
Sin 


1 
-一 一 一 psi 
VF WPT VET 


fy) = 2yco8 


1 2 y 1 
Wo oo | Va 


区 
limf’ (xz,y) = la(2zeos -万 二 站 一 | 
ER z+0 十 和 | < wwiitRB |Iz| Vi |z| 
a 
二 0 Vit |z| Vip |z| 
不 存在 


同 理 可 证 用 (zx,y) 在 (0,0) 处 不 连续 
(3) Af = f(z;y)— f(0,0) = Fzyy)， p= Vz 二 Ty 
ey 1 
lim Sf = lim Lz: ~ AEE ”Ff 
m0 CC Pr0 O pm0 V 妇 十 六 
故 f(z,y) 在 点 (0,0) 处 可 微 . 
注 : 此 题 说 明 , 二 元 函数 可 微 户 偏 导 连 续 . 
例 6 设 函 数 z 一 (zy) 在 点 (zo ,y) 处 两 个 偏 导数 fzo ,yo) ,fy (Zo ;0) 存 在 ; 则 ( W 


3 1 
ps pcos 


(A) f(z;,y) 在 点 (zo，,Yo) 处 连续 (B) f(z,») 在 点 (zo, 和 0) 处 可 微 
(C) lim f(z,yo) 及 lim f(zo,y) 都 存在 (D) lim f(z,») 存 在 
Ee yyo zz0 


0 


解 : 由 题 设 可 知 和 30) ,fs ;Yo) 存 在 ; 则 由 偏 导 数 定 义 可 知 ;两 个 一 元 函数 fz;,Yo) 在 
Zz 二 zo 处 可 导 且 f(xoyy) 在 y= 二 yo 处 可 导 , 故 可 推出 一 元 函数 f(z,wo) 在 工 二 xo 处 连续 且 
f(zosy) 在 yy 二 Yo 处 连续 ,从 而 limf(z,yo) 及 limf(zxo，y) 都 存在 , 故 选 (C). 


题 型 86 ”多 元 复合 函数 偏 导数 的 计算 


思路 启迪 : 多 元 复合 函数 求 导 法 则 的 关键 是 弄 清 复合 函数 中 哪些 是 中 间 变 量 ， 
哪些 是 自 变量 . 为 直观 显示 变量 之 间 的 复合 结构 , 常 借助 于 树 形 图 ， 
即将 函数 ( 因 变 量 )、 中 间 变 量 、 自 变量 用 线段 连接 ,并 依照 以 下 法 则 : 
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(1) 单 链 是 导数 关系 ,多 链 是 偏 导数 关系 ; 
《2) 一 条 链 之 间 ，, 依 次 求 导 相 乘 ; 
(3) 各 条 链 之 间 , 逐 链 相 加 . 

常见 情形 如 下 : 
(1) 两 个 中 间 变 量 , 两 个 自 变 量 的 情形 . 

设 z 二 (wD0) yu 二 p(x，y),v 一 J(ZX，y)，f,psY 具 有 一 阶 连 续 偏 
导 , 则 复合 函数 z 一 有 LpCzyy)， J《Zzsy)] 对 TY 可 求 偏 导 , 且 有 

dz dz 92 , de QV de 92 GU i de 9 


dr ar "az an az， EE ax “ ay du 9y 

(2) 两 个 (或 两 个 以 上 ) 中 间 变 量 , 一 个 自 变量 的 情形 . 

设 z 二 (u,v)su 二 g(t),v 二 y(t),f 具有 一 阶 连 续 偏 导 ,g,y 可 
导 , 则 复合 函数 z 三 fLg( 四 ,p(t) 对 t 求 导 , 则 

FE = yD + Sy 0 

(3) i 情形 . 

z 二 (zyusv), U 二 p(x;yy)， Vv 二 J(z，yy)，f ;gs 如 均 具 有 一 阶 连 
续 偏 导 , 则 复合 函数 z 王 FLzyp(zyy),b%(Czyy)] 对 过 ,y 可 求 偏 导 ， 
且 有 


9 9 
= us 二 十 用。 于 十 彤 : 训 
Ge HO A 


9y 
注 : 以 上 公式 注意 事项 
(1) 用 图 示 法 标 出 函数 的 复合 关系 ,如 图 9 一 1 所 示 . 


u x 
7 < 
v 3 
因 中 自 < 
情形 I 二 


图 9-1 


(2) 偏 导数 的 结构 为 
经 (或 疙 ) 的 项 数 一 中 间 变 量 的 个 数 


ax 
每 一 项 是 两 个 因子 的 乘积 ,第 1 个 因子 是 因 变 量 对 中 间 变 量 的 偏 导 
数 ;第 2 个 因子 是 中 间 变 量 对 左边 指定 的 自 变 量 的 偏 导数 (或 导数 ). 
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(3) 乱 ( 或 芒 ) 仍 然 是 以 zx,y 为 自 变量 ,以 ws 为 中 则 变量 的 函数 ， 


再 求 偏 导 数 时 , 仍 用 情形 (1),(2),(3) 中 的 链 式 法 则 ， 

(4) 对 抽象 的 复合 函数 求 偏 导 前 ,一 定 要 先 引入 中 间 变 量 , 然 后 利用 
复合 函数 链 式 法 则 求 偏 导 . 例如 ,z 二 A(z? 十 六 ,Zsin y)， 应 设 一 
十 六 ,vw 二 xsin 水 若 要 求 的 是 高 阶 偏 导数 , 则 中 间 变 量 依次 序 用 数 
字 1,2,3 等 表示 较 简 便 . 

9z .9z 

azr’9y 

解 : 本 题 中 有 两 个 中 间 变 量 u,v, 有 两 个 自 变 量 xz,y, 树 形 图 为 


" 


例 7 设 z=uarctan(uv),u 二 Xx? ,v 三 ye”, 求 


则 由 复合 函数 链 式 法 则 ,得 
az _ 9e ,0 了 
az MU ar dv gr 禾 ww 十 aretanCuo) | Wt 1 十 让 研 3 


a tye) 十 2xarctan(wv) 


az _ dz ,uaz.90_ 9.90 uw we 


ay udy dv dy dv i 
i 全 全 9 各 一 一 一 一 二 gg du 
例 8 设 z i f ,y=c¢oOs 2t,z=€ ' 求 地 - 
解 : 本 题 只 有 一 个 自 变 量 , 树 形 图 为 


“二 十 (一 乞 二 二) 一 2sin 2D) 十 (一 沼 )( 一 3e* 


ou § 一 一 一 器 一 一 e 
az di dy dt gx 恒 
dy 

> 了 之 


全 全 A RE 


9x 9r. 
解 : 本 题 中 zx 既是 自 变 量 ,又 是 中 间 变 量 . 树 形 图 为 


x 
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区 的 含义 是 指 在 函数 = 一 Fr, 中 ,将 中 间 变 量 zx 看 作 和 常量 ,对 另 一 中 间 变 量 工 求 偏 导 


数 , 故 
gf :AR 
9 工 9 工 


而 经 是 在 复合 后 的 二 元 函数 = 了 (z;w) 二 zz 十 cos(zy) 中 将 y 看 作 常量 ,对 自 变量 工 求 信 


Bo flR os AF. a9z 9f .Qu 
qx ox dr dz 0 dx 


例 10 设 f(z,y) 具 有 连续 的 偏 导数 , 且 f(1,1)==1,f(1;,1)==a, 了 (1,1)==b. 令 
PCZ) = f(z,f (zr, f(r,7))) 


一 27 十 (一 sin(zy))y = 2z— ysin zy 


求 pg(1) ,2 (1). 
解 : BE 三 及 FTD2 三 AD 二 
设 g(z)==f(zx,y) ,y=f (rz) ,z= 了 (zz) ,w=z, 则 


, ay 9 az 9 
9 (入 一 天 十 让 4 和 ,天 让 下 二 大 各 1 区 二 失 直 丽 
且 当 zz=1 时 ,z= 二 w= 二 y= 二 1, 于 是 


Eee] _ af(z,z) = 2 2 ht) ea 

ox z=] 9zx z=1 ii 

az 四 | _ af(z,z) = A | =f(1,1)=6 
dr z=1 GE z=] 9y ed sy 


于 是 

¢ (1) = 9 (7) Ne A | 

大 如 十 b[a 二 bla 十 6)] =a(l 十 6 十 ) 十 所 
例 11 设 f(zx,y,z) 是 上 次 齐 次 函数 , 即 Fizytyytz) 三 此 PFCzyyyz) ,计算 
wt 
解 : 令 =tz,v 二 ty,w 二 tz,; 则 f(wu,v,w) 二 产 f (zs,y,z) ,两 边 对 t 求 偏 导 , 得 
zf + yf +z = Mr fry,2) 
两 边 同 时 乘 以 zt, 得 
uf to tw = Ef zy) = kf us os) 
故 
rtyH tz = 

例 12 已 知 函 数 CE 且 疡 (0) 王 1, 函 数 > 一 >y(z) 由 方程 > 一 ze 一 1 所 确定 ， 
设 z 一 Fln y 一 sin z)， 求 下 | 和 
解 : 令 4 一 ln y 一 sin z; 则 


z=0" 
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z=0 = 3 E27 


z=—0 


y 一 Te “一 1 两 边 对 工 求 导 得 


1 
y—e!—ze ly =0>y = Ss 


ze 
1 
又 y(0)= 二 1; 可 得 y (0)==1. 在 y = 了 -cy 二 两 边 对 工 求 导 得 


2 ey (lze!)—e (ze ly —e”!) 


2 | 3x0 (1 — ze > Ei 
所 以 
dz| 三 3 /mu dy 2 上 
dzlz-o au (SP Sy f(0)( Ce 时 ) z=0 
和 a 要 
= 人 wt i a 
dz Ne 2 a te dN op (dd edi 
dx? 2 ( a 二 (sinz 郊 ( 忆 ) + 六 号) 5 
2 2 
7)( 吉 让 ( 铺 ) + 1 
例 13 设 f 具 有 二 阶 连续 偏 导数 
卫 CN FR Ez 0 
(1) z=f (xz:y,2 WE ; 
(2) u= f(x,rys TYZ), 二 
解 : () 。 宪 =f.2zy 十 及 (一 总 )=2zyf1 一 部 所 
92x 
azay =(29f 2 


Par dp (ri (2) 


= 2zf4 = 十 月 二 2z yf yf 一 点 鸡 
(因为 上 具有 二 阶 连 续 偏 导数 ,所 以 f1;= 二 了 fa) 
BA 9 / 
a ge (ee Ss) 


= 2yf' + 十 2zy| fi “2zy 十 名 。 Gop se .ay 十 太 -全 吉州 


ZT 
2 2 
=2y1+ 人 A++ 
(2) = zfs+ zefs 


CR -8 / 7 
ayaz > az zf? 二 22f;) 
= 十 zf$ 十 Z(fa 二 fi * y+ fi 9) re(fi tf * y+ fs: Ww) 


= 天 十 zf 十 站 十 zy 十 2zyzji + zzfa + rye fas 
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注 : 只 有 二 阶 偏 导 连 续 时 ,混合 偏 导数 项 才能 合并 . 
例 14 已 知 xz 一 xCzyy) 满 足 方程 
了 头 六 六 
i GD 
(1) 试 选 择 参 数 a,B, 利 用 变换 u(x,y) 二 v(x,，y)e”!8 将 原 方程 变形 ,使 新 方程 中 不 出 现 
一 阶 偏 导数 项 ; 


(2) 再 令 6 二 x 十 yy7 二 x 一 y; 求 新 方程 变换 形式 . 


解 : (1) Der tuaerth = (Petav) et 6 
同 理 可 得 
芝 2 (如 十 应)jee 间 (3) 
2 = (Eta) + (Ct) 有 
= (PE+2a tv) er (4) 
同 理 可 得 
(+t) (5) 
将 方程 (2),(3),(4),(5) 代 入 方程 人 GD)3 并 消去 ecta ,得 
St 3 十 (一 旭 二 8) +(e —p+on tap 0 


2c 十 a 王 0 a 
由 题 意 可 知 ,应 令 |“， 和 二 oa , 故 原 方程 变形 为 
Fr eT 0 (6) 


(2) 令 8=z 十 y,7==z 一 y; 则 
gw gv OY 0 a0 = 
ar 36 dy ay 3938€ 397 


Po FY NV NY PO Py PU Fy 
将 式 (7) 代 入 式 (6) 可 得 
Ci) 
=0 
9é897 


题 型 87 隐 函 数 偏 导数 的 计算 

思路 启迪 : 关键 是 弄 清 哪些 是 自 变量 ,哪些 是 因 变 量 . 一 阶 偏 导数 的 计算 一 般 利 
用 直接 求 导 法 、 公 式 法 或 全 微分 法 . 而 对 由 方程 组 确定 的 履 函 数 ,其 
一 阶 偏 导数 的 计算 ,一 般 用 直接 求 导 法 常见 情形 如 下 ; 
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(1) 可 确定 一 个 因 变 量 、 一 个 站 变量 .。 。 - i 
由 方程 F(z,y) 二 0 确定 y 一 y《zx) ,车 下 (x,y) 隆 0, 则 E 
dy "(ZW 
星 并 5 下 中 堆 记 家 动 , 混 变 地 KE: 厂 话 ” 
(2) 下 1 个 因 变 量 、 两 个 自 变量 ， 好 下 
由 方程 F(z,y,z) 二 0 确定 二 2z(ZX,y)， PP 则 
经 二 We AG i A 
F(zy2)’ dy F(z,y,z) i 
(3) A We 
由 方程 组 CC 一 1 只 能 确定 一 个 自 变 量 、 两 个 因 变 量 的 男 


数 . 车 求 牧 , 则 yz 为 因 变 量 *z 为 自 变量 . 一 般 利 用 以 下 方法 ， 


@ 方程 两 边 对 自 变 量 求 导 ; 
@ 利用 一 阶 微分 形式 的 不 变性 . 


例 15 设 方程 二 一]n 三 确定 了 函数 = 一 7, 力 汪 基 二 和 
解 : 先 求 一 阶 偏 导数 . 
方法 1( 直 接 法 ) 方程 两 边 同 时 对 z 求 偏 导 , 这 时 将 > 看 作 常数 ,得 


同 理 可 得 
ay yz y(z 二 z) 
方法 2( 公 式 法 ) 原 方程 可 写 为 


i j 二 生 … 生 < | 一 
F(z,y,z) = = ne jn zx 十 iny 三 0 


CY I 2 2 站 人 过 


ar 五 "ay 7 az z? 


所 以 
de Qa 


ay 9y/ 9z y(tz) 
;方法 3( 全 微分 法 ) 方程 两 边 微 分 ,得 


zdzr =— 2 二 = 下 所 Flay) 去 各 二 向 Sdz'= 一 之 


A 
oy 


第 9 章 多 元 函数 微分 学 


所 以 
9z 3 gz FE 


ar Zz’ ay 过 yz 十 区 
下 面 求 二 阶 混合 偏 导数 : 
革 -9-3( -Gi 
azay dy\9gz 2y\ 工 十 之 (i) Gy ICE 
例 16 设 2 y=ev) 宁 2 

ez” 9y 
解 : 方程 十 y 十 z 二 e? 两 边 微分 ,得 

dz 十 dy 十 dz 三 昭 (ydz 十 zdy) 


即 
dz = (ye 一 1)dz 十 (ze 一 Ddy 
故 


因为 方程 关于 zyy 对 称 , 所 以 


故 

a 2 之 

5 本 e+) 
注 : 当 函 数 为 对 称 形式 或 类 对 称 形式 时 ,可 简化 计算 . 


例 17 设 z=z(x,y) 由 方程 CT i 所 确定 ,FF 可 微 , 求 sty > 
解 : 令 x 一 xz 十， ， v=y 十 二, 则 FC(usy)=0. 
下 是 类 对 称 方程 (即将 换 成 ,同时 ,将 工 换 成 y,y 换 成 方程 形式 不 变 )， 
方程 (hs yt 两 边 对 = 求 导 得 
(+t 二 片 RC 吉 霸 )=， 


时 
上 述 方程 两 边 同 时 乘 以 zx?*y, 得 
TE (Cy 二 2) 十 yF/( 一 z 十 Xz4) 一 0 


即 
7 PF, — zx? ) 
i A 
由 类 对 称 性 ,可 得 
A zzF/ 二 2 FF 
yzF’+yE 
9 3 
故 oy 3 一 z 一 2 
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C= dy dz 
例 18 求 由 方程 组 | 。 ,3 _ ?0 所 确定 的 隐 盘 数 的 导数 生生 


解 : 方程 组 中 的 每 个 方程 两 边 对 工 求 导 得 
dz _ dy de dy 人 

。 2 2 > 

dy dz dy 和 dy _ “xz(6z 二 1) 

2 二 林业 直角 各 二 0 | 好 时 上 本 村 2 下 一 2 全 下 丰 


工 一 arctan 上 


A 
解 : 对 方程 两 边 微 分 可 得 


d 
确定 , 求 息 . 


oe 
2dy— ydi—2tydy-t-e'dt = 0 
即 

re 

2(1—ty)dy = (y: —e)dt 
于 十 

2(1—ity)dy= (yy: —e) (lt )dzr 

故 


由 yr—e)(+e) 
dz 201 ty) 


例 20 设 y 一 g(z,a,f(z 一 zyy) 一 0v&rf 均 可 求 偏 导 , 求 忆 


解 : 由 是 设 可 得 | >，& “， ,方程 组 中 的 每 个 方程 的 两 边 求 微分 可 得 
JR 一 把 及 二 0 
dy = gdz+ gr:dz EE 
人 二 
于 是 
沁 = g4dzt gLdz 
Cy = 
上 述 方 程 组 消去 dz 后 可 得 
(fu fg) dy = (gtfut fg ) dz 
dy p= feEfge 
. dz SR Es 


注 : 由 以 上 可 看 出 ,利用 一 阶 微分 形式 不 变性 求 函 数 的 微分 法 ,无 论 变 量 之 间 的 关系 如 何 复 
杂 , 都 可 以 不 加 区 分 ,而 统一 作为 自 变 量 处 理 . 因此 ,在 求全 微分 和 一 阶 偏 导 数 时 3 用 二 阶 微分 
形式 不 变性 求解 , 既 简 便 又 不 易 出 错 
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题 型 88 多 元 函数 全 微分 的 计算 
思路 启迪 : (1) 利用 可 微 的 必要 条 件 , 先 求 一 阶 偏 导数 ， 再 求全 微分 . 
当 z 二 f(x, 在 了 (ws) 点 处 可 微 时 ,dz 二 


(2) 利用 全 微分 的 四 则 运算 法 则 .- 
(3) 利用 一 阶 全 微分 形式 不 变性 求全 微分 . 


例 21 设 z=arctan EY, 求 dz. 


解 : 先 求 一 阶 偏 导 数 . 
Go lS 
az 1+ (2t2) (未 一 多 a 
WT Y 
Dy VE 
9y SN pe we 
二) 
故 


dz 一 匡 dz 十 天 EE 


例 22 设 函 数 全 0 且 盖 >z(zyy) 由 方程 ze 一 ye 二 ze: 所 确定 , 求 du. 
解 : 对 方程 ze 一 ye* 王 ses 两 边 微分 ,得 

ezdzr 十 zerdr 一 edy 一 yedy 一 edz ze dz 
解 得 


Es se 1 十 y 
A pe FS 


对 二 f(z,y,>) 两 边 微 分 ,得 
du= fidzt+ fydy+t fidz 


(f+) 
例 23 设 = 一 =(z,y) 由 方程 zyz 十 V 丈 王子 干 过 一 /2 确定 , 求 dz| 


解 : 对 方程 xyz 十 Vzz: 十 光 十 之 =V2 两 边 取 微分 ,得 


dz 十 ydy 十 zdz _ 
de asdyrhaddehi 
EI ME 


PC;0,—D) ~ 


将 PQ,0, 一 1) 代 入 上 式 , 得 
dz 一 dz 
V2 


二 9 二 一 0 


则 
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9.4* 多 元 函数 在 几何 上 的 应 用 


题 型 89， 求 空间 曲线 在 某 点 处 的 切线 和 法 平面 方程 
思路 启迪 : (1) 设 空间 曲线 一 的 参数 方程 为 


z= 7X(H) 
y=y2, ET 


z= z(t) | 
则 曲线 厂 在 其 上 一 点 PCzo,yo,z0o)( 对 应 的 t 二 0) 处 的 切线 和 法 平面 
方程 为 
一 这 人 


NA 
z(t) Cr—zo) ty ty— yw) eo) (zm) 一 0 
(2) 设 空间 曲线 芽 的 一 般 式 方程 为 
F(zsys2) = 0 
Ce 一 :0 
则 曲线 下 在 其 上 一 点 已 Czoyyoyzo) 处 的 切线 和 法 平面 方程 为 
交 ee — yo 宅 一 |o S 


et 
aCF,C) a(F,G) 9(F,G) 
dCysz) Bp 9(z,x) P a(xsy) P 


ee 2 
RT jn 3 i wy 0 
其 中 

aF aF aF aF aF aF 


a(F,G) _|9y 9z| a(F,G)_ |9z oz aFG) _|az 9y 
a(yz) jaG acCl a(zs7) |9G aaGl acy) |aG 3G 


dy ”az dx dx 9z 9y 
是 雅 可 比 行列 式 . t 


t 
必 汪 | excos udu 


例 24 求 曲线 卫 : 在 +t 二 0 处 的 切线 和 法 平面 方程 . 


y=2sin t+cos 
Zz 二 1] 十 e* 

解 : 当 坛 0 时 ,z 一 0,y 一 1,z 一 2, 且 
x (0) = (codD ho = 1 

y (0) = (2cos t—sint) |,0 = 2 
z (0) = (3e) |,o = 3 


故 曲 线 在 :一 0 处 的 切线 方程 为 一 面 玉 A nD 六 和 Ps 而 开 网 
于 4 pe nt | 

1 jx 
法 平面 方程 为 NP se 
(z+2y Dt 3 —2) 0 


即 z 十 2y 十 3z 一 8 二 0. 


有 十 十 二 二 最 
例 25 求 由 线 | “在 点 (1， 2， nin i 
解 | ACE 过 
a G(zyyyz) 一 并 7 十 z 一 0 0= a +2 了 瑞 
个 二 社 险 洛 
a(F,G) 2y 2z ME > 
9(y»2) | .2D | J 向 妆 kk Bl) EE 2 oa 
a(F,G) a 2z 2z 有 SR 
Ow) omary | . ee zc- 7) loay a = 一 :也 中 
a(F,G) 站 . 
azy)la-anD Pe 3 "lias Ns 3 hsp 人 强 辣 
故 曲 线 在 点 (1, 一 2， 1) 的 切线 方程 为 。 下 演 在 左 历时 趟 a :人 
= -二 = 村 Rd :到 
切 平面 方程 为 i 


即 z 一 x 一 0. i 
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例 26 求 曲 面 z 一 e 十 2ty 二 3 在 点 (1,2,0) 处 的 切 平面 和 法 线 方 程 : 
解 : 令 F(z,y,z) 二 z 一 e 十 2zxy 一 3; 则 


Fz (1,2,0) = C29 | (1,2,0) 关注 
= (2 中 | =;2 
(1,2,0) (1,2,0) 
= (]—e) 一 
(112,0) (1,2,0) 
故 所 求 切 平面 方程 为 
4(z 一 功 十 2 一 2 十 0 (z=0) =0 
即 2z 十 y 一 4 一 0， 
法 线 方程 为 


例 27 证 明 曲面 了 (= ,2 一 2) 一 0 的 切 平面 通过 一 定点 . 


分 析 : 由 曲面 方程 可 知 这 定点 不 是 (a,6b,c) 就 是 (byayc), (a,c30) 
证 : 由 方程 (2 ,2 二 2) 一 0, 有 


区 

广 = fi Y 人 

放生 C= 

机 es CA 
于 是 ,曲面 的 切 平 面 方程 为 

fFKR—D HAY — WFAAL 2D=0 
即 

2 LY—»— 

cP 三 

即 


[(z= 一 c)(CX 一 z) 一 (zz 一 a)CZ 一 切记 十 
[Cz— OF—y)—y—DZ—z) fs =0 
显然 , 当 (X,Y,2) 王 (cy,p,c) 时 ,上 式 恒 成 立 . 
故 曲 面 的 切 平 面 通过 一 定点 Ca,p:c). 
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9.5 多 元 函数 的 极 值 和 最 值 


题 型 91 求 多 元 函数 的 极 值 


思路 启迪 : 分 清楚 是 无 条 件 极 值 还 是 条 件 极 值 
(1) 无 条 件 极 值 的 求法 
无 条 件 极 值 是 指 函 数 自 变量 只 受 定义 域 约束 的 极 值 ,一般 利用 
二 阶 偏 导 数 之 间 的 关系 和 符号 判断 : 
加 解 方程 组) 一 0， 求 驻 点 , 设 为 (zis3)， i 一 1,2,35" 
@ 用 定理 2 判别 ; | 
图 求 出 极 值 . 
当 定理 2 无 法 判别 时 用 配方 法 : 
(2) 条 件 极 值 的 求法 
条 件 极 值 是 指 函 数 的 自 变量 除 受 定义 域 约束 外 5 还 受 其 他 条 件 
限制 的 极 值 , 求 这 类 极 值 有 两 种 方法 : 

@ 化 为 无 条 件 极 值 求解 ; 

@ 拉 格 调 日 乘 数 法 . 

具体 如 下 : 

设 目 标 函 数 为 Ww 一 了 (ZX;y;z) ,约束 条 件 为 pCzry2) 一 0, 示 
极 值 . 
方法 1 -化 为 无 条 件 极 值 i 

@ plzsysz) 二 0 中 解 出 z= 二 x(x;y)( 不 一 一 定 能 解 出 ); 
加 代入 zzyyz) 中 ,得 zw 一 zyyzCzy)); 
图 再 按 无 条 件 极 值 求解 . 
方法 2 拉 格 朗 日 乘 数 法 
@ 作 辅 助 函 数 
Pe,ysz) 一 :zy 2) Agr ye) 
@ 解 方 程 组 
3 站 胃 二 0 
Fl fg 天 
一 - 产 寺 92 王 0 
Jr 一 1 
求 出 驻 点 Czoyyoyz). 求 驻 点 时 , 先 将 含 的 项 移 到 右边 ,然后 通过 
前 三 个 方程 得 出 工 与 y 的 关系 式 (或 工 与 yz 的 关系 式 ) , 工 与 畜 的 关 
系 式 (或 工 与 yz 的 关系 式 ), 最 后 将 关系 式 代入 B(x，y,z) 二 0 中 解 
出 Tos Voro0s 
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@ 求 出 极 值 .“。 。 
注 : 当 f(z1y 忆 会 有 绝对 值 符 号 内， 由 拉 格 朗 晶 eno a 
函数 NO tt i 
F(zsy2) = (TD Nps NT) 一 
@@ 当 目标 函数 f(x，y,z) 比 较 复 杂 时 ， 可 取 在 相同 的 约束 条 人 
jx 9pGCzyyyz) 王 0 平 才 f(z，,ysz) 具 有 相 同 驻 点 的 简单 形式 fs (zsys2) 
”人 作 辅助 函数 


[4 
Wee 


A 


了 (zz 一 f. Cl 


例 28 求 V=zyz 在 zx 十 y 十 z= 二 1 条 件 下 的 极 值 . 
解 : 由 zx 十 y 十 z 王 1 可 知 ,z= 二 1 一 x 一 y,; 代 入 V==zyz 得 
V=2W1—z=D = Wy 


4 y 一 2zy 一 光一 , 解 得 


一 二 一 2xy 一 到 一 0 
革 安 :十 
(起 二 1 出 | 天 3 
3 一 0 让 三 y 三 0 1 站 
9 
又 A=VW = 一 2y, B=VW==1 一 2x 一 2y, C= 二 Vy 二 一 2zy 故 
(B2 一 AC) 二 1 之 0, 又 C 过 0, 所 以 点 民 ,0) 和 点 (0,1) 不 是 极 值 点 ; 


(1,0) 或 (0,1) 


(B? 二 二 0, 但 点 (0,0,1) 的 邻 域内 为 有 使 V 王 zyz 取 大 于 零 的 值 ,也 有 取 小 于 零 
的 值 ,所 以 (0,0,1) 不 是 极 值 点 ; 


(B? 一 AC) | ，，) = 一 言 <0, 又 A<0, 所 以 点 ( 言 : 寺 ) 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 部 
因此 ,V 一 zyz 有 极 大 值 V( 寺 , 记 , 志 一 疗 ;无 极 小 值 . 


例 29 设 z 一 z(zy,y) 是 由 空 一 6zy 十 10 光 一 2yz 一 过 十 18 王 0 确定 的 函数 , 求 z= 二 z(x,y) 的 极 
值 点 和 极 值 . 
解 : 方程 xz 一 6zy 十 10y 一 2yz 一 十 18 二 0 两 边 分 别 对 z 和 > 求 偏 导 得 


A 


(D) 
一 6z 十 20y 一 2 一 2y 总 一 2 各 0 


昌之 

二 二 0 

gz an S30 z=3y 
es 0' 即 (= 一、 ,将 此 式 代入 

9y 


zz 一 6zy 十 10 交 一 2yz 一 好 十 18 王 0 
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得 
并 一 9 并 一 一 9 
| -sz 一 
zz 一 3 zz 三 一 3 
式 (TD) 中 的 方程 继续 对 并 和 y 求 偏 导 得 
2 2 
的 二 229 和 一 0 
DP- se 
9 9x dy * gzay 
2 2 
20 ey 2 27 3 一 2 人 (3 2) 2z 3 各 一 0 
所 以 
9 Ee 2 = 
A = C918;3) 全 (833) Fv Pia 


则 B: 一 AC= 一 吉 <0， 又 A>0, 故 点 (9,3) 是 ,=(z;y) 的 极 小 值 点 , 极 小 值 为 x(9,3) 一 3. 


二 (9, 一 3 一 3) = 一 各， 人 a a pw 当年 3 全 9 一 3 一 3) = 
可 知 一 AC 一 一 让 <0; 又 A 二 0, 故 点 (一 9, 一 3) 是 z(z,y) 的 极 大 值 点 , 极 大 值 为 
2(—='93 = N=—3 
题 型 92 求 多 元 函数 的 最 值 _~ se .人 四 由 宙 
思路 启迪 : 二 sD 六 六 测 fe D i i 
有 最 值 ,求法 如 下 a 
CD 来 2 二 f(z 芒 在 半 过 也 内 网 极 值 do he 
革 机 本 人 改 而 (2) 求 z 二 f(zsy) 在 D a , | 料 放 妈 二 汕 
局 参 式 凡 8 比较 所 得 结果 ,最 大 者 为 最 大 值 ， 最 小 者 为 最 术 什 ; E 补 负 
(4) 实际 问题 中 的 极 值 即 为 最 值 .小 动 


例 30 求 二 元 函数 z= 二 f(z,y) 二 zx*y(4 一 zx 一 y) 在 由 直线 xy 二 6: 工 轴 和 2 轴 所 围 成 的 闭 区 
域 D 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
解 : 先 求 函数 f(z,y) 在 DD 内 的 驻 点 . 令 
f(zsy) = 2ry(4— zr =ry=0 
人 = (4 二 xy) Ry=0 
得 驻 点 (2,1), 且 f(2,1)==4. 
再 求 fCz,y) 在 了 的 边界 上 的 最 值 . 
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在 边界 z= 二 0 和 y= 二 0 上 ,f(x,y)==0; 
在 边界 zx 十 y==6 上 ,f(zx,y)= 二 zx*(6 一 Xx)( 一 2) 二 27x: 一 12zx?, 0 过 x 过 6. 
令 f(z,y)==6x? 一 247= 二 0, 得 z= 和 4; 则 y 二 25 (4,2) 二 一 64. 
比较 上 述 各 函数 值 可 知 ,f(x,y) 在 D 上 的 最 大 值 为 f(2,1) 二 4; 最 小 值 为 f(4,2) 二 一 64. 
注 :该 题 求 f(z,y) 在 边界 z 十 y 一 6 上 的 最 值 , 是 将 条 件 极 值 转化 为 无 条 件 极 值 来 处 理 的 : 
例 31 设 在 平面 上 有 A(1,3),B(4,2) 两 点 ;C 为 椭圆 全 十 革 一 1 上 位 于 第 一 象限 上 的 一 点 ， 
求 AABC 面积 的 最 值 . 
解 : 设 C 点 坐标 为 CCz,y)* 则 人 ABC 的 面积 为 
Ya 于 
| 
we 


约束 条 件 为 志 十 了 一 1. 
2 2 
令 F(z 让 二 (z 十 3y 一 10)* 十 4( 委 十 当 一 1), 解 方程 组 
及 于 2(z 十 3y 一 10) 十 二 和 = 


FF = 6(z 十 3y 一 10) 十 去 Ay 0 
; , 


人 
ES > 2 
得 x 一 着 13 看 ' 则 Sa | C44) 1. 646 
而 在 边界 点 ,Sauc| ,一 2， Swec | ，， = 了 . 故 min S 训 周二 各 克基 过 Siuc 关 所 

E 妇 十 光一 222 一 0 到 人 
例 37 已 知 曲线 C, | ， >， 。 二。 , 求 曲线 C 距离 xy 面 最 远 的 点 和 最 近 的 点 
分 析 : 设 (x,y,z) 为 曲线 C 上 的 任意 一 点 ,; 则 《zyy;z) 到 zOy 面 的 距离 为 |z|. 
解 : 设 遇 线 C: | ” ，? 。，。 上 的 任意 一 起 为 (zwy; 区 , 则 (z,5, 坟 到 x0y 面 的 此 离 为 

ZX 十 y 十 3z 二 5 


|z| ,等 价 于 求 函数 五 = 之 在 条 件 也 十 郊 一 2 妇 一 0 与 z 十 ?十 3z 一 5 下 的 最 大 值 点 和 最 小 
值 点 . 
设 
HPC ZA 三 过 笠 权 开 车 :光一 2 了 7) 十 天 (2 二 了 个 35 一 9) 

由 
Ee + 三 0 
F, = 2 +=0 
> 2z— dz 3= 0 
22 十 多 一 2z2 一 0 
Z 十 y 十 3z 一 5 
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根据 几何 意义 ,曲线 C 上 存在 距离 zOy 面 最 远 的 点 和 最 近 的 点 , 故 所 求 点 依次 为 (一 5， 
一 575) 和 (1,1,1). 
例 33 如 图 9-2 所 示 ,Ai,As 是 曲线 y 二 ax?、 直 线 z= 二 1 和 z 轴 所 
围 图 形 的 两 个 内 接 和 矩形 的 面积 , 求 A 王 Ai 十 A, 的 最 大 值 . 
解 : 如 图 9- 2 所 示 
A4A 王 Ai 十 A，; 
3 ari (zs —Xi) 二 ari(l— zz) 


= QZiz2 一 QZ 十 az — ax? 


3 三 和 2azizz — 3ax? = 
Zi 


aA 


5 一 az 十 2ars 一 3az =0 
12 18 0 
得 驻 点 (35,23). 于 是 , 当 zz 一 5, 一 33 时 ,得 


和 


例 34” 在 第 一 卦 限 内 作 机 球面 到 5 十 朱 十 气 一 1 的 切 平面 ,使 切 平面 与 三 坐标 轴 所 围 成 的 四 


面体 的 体积 最 小 , 求 切 点 坐标 和 最 小 体积 . 

解 ; 设 切 点 坐标 为 PC(zo,yovzo), 则 过 书 点 的 椭 球 面 的 切 平面 方程 为 
2 十 2 十 2 一 1 
a C 


则 切 平面 在 z,y,z 轴 上 的 截 距 分 别 为 


SEE 
To Yo Zo 
于 是 , 切 平面 与 三 个 坐标 面 所 围 成 的 四 面体 体积 为 
sh arbre? 
6 ~ 6zo yzo 
此 为 目标 函数 ,因为 切 点 在 椭 球 面 上 ,所 以 约束 条 件 为 
2 


2 2 
et 


选 目标 函数 对 应 的 函数 为 
v= ln xo ln yo ln zo 
令 


一 jz 十 ny 十 In am 十 1( 瑟 十 六 二 十 瑟 一 1 


解 方程 组 
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ar Xo a? 

oF _1.2_0 
Ayo Yo by 
ld 0 
OzZo Zo 


得 zw 下 名 , yp 一 上 ww 一 上 
V3 val 8 


7 Ee 


故 当 切 点 华 标 为 (- 铝 ，- 各 ，- 后 ) 时 ,所 求 四 面体 的 体积 最 小 , 即 min Y 一 全 


3 
3 2 abrc. 


第 10 章 ， 重 积 


10.1 二 重 积分 的 性 质 和 定理 


G) ef Crs do=k | fz do (为 常数 )， 
D D 
C2 | [fiCz;y)+tfo(ryy) 二"…* 土 f, (x;y) 1do= 
D 
a cz,3)dz 士 | 户 Cry)do 士 … 士 | /casy)da 
D D D 
(3) | ao=A (A 为 DD 的 面积 ). 
D 


CD forseo= | frr)aet | rezspdo+… 十 |‖ for, do, 
了 D D; 六 


其 中 D==DiUD;U:…UD, 且 DND;= 二 人 OG)). 
(5) 比较 定理 设 /Cz,D<gCzs;Cz,)ED, 则 | f(z,War<| cr, 
D D 


(8) | 佑 信 定理 ” 设 (z,WEDym<f(z; 访 <M; 则 mA 有 f(x,y)dr<MA; 其 中 A 为 D 
D 


的 面积 . 
(7) 中 值 定理 设 f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , 则 在 DD 上 至 少 存在 一 个 (&, ,使 得 


用 Gy) = Fe 7 其 中 和 为 D 的 面积 


(8) 设 积分 域 D 关于 坐标 轴 对 称 , 被 积 函 数 f(z,y) 为 奇偶 函数 的 积分 . 
@ 车 口 关于 z 轴 对 称 , 则 
0， flz, 一 7) = f(zsy) 


/ewe | a flz; = = f(x1) 


其 中 卫 "* 为 卫 关 于 工 轴 的 上 半 部 分 ; 
@ 若 也 关于 y 轴 对 称 , 则 

0， EY) = f(y) 

|r» = i fz 9) = fry) 


DD 


其 中 DD 为 DD 关于 y 轴 的 右 半 部 分 ; 
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四 着 D 关 于 直线 =z 对 称 , 则 | fC,wdo=f GD 


注 : 关于 积分 域 D 的 要 求 : 积分 域 的 这 界线 与 平和 此 标 轴 的 直线 的 交点 不 超过 两 个 ,车 超过 ， 
应 将 品 分 成 若干 小 块 ,使 其 满 是 要 求 ? 嘴 外 ,也 可 作 辅 助 线 将 积分 域 D 化 为 若干 个 关于 z( 或 
y) 轴 对 称 的 区 域 之 和 ,然后 再 考查 f(z,y) 的 奇偶 性 . 


0. 2 二 重 积分 的 评 算 


1. 直角 坐标 系 下 二 重 积分 的 计算 
Q) 适用 情况 : 当 万 为 折 边 形 时 ,选择 直角 坐标 系 , 即 I= | f(z,y)dzdy. 


(2) 选择 累 次 积分 的 积分 次 序 , 选 序 原 则 如 下 : 

@ 先 积分 的 容易 并 能 为 后 积分 创造 条 件 ; 

@ 对 DD 的 划分 块 越 少 越 好 . 

(3) 确定 累 次 积分 的 上 下 限 : | 

@ 如 果品 为 X -型 区 域 ; 即 D:o (Cz) 过 ygy (2) ;4 之 z 之 b, 则 定 限 方法 如 下 : 

在 的 区 间 [a, 妇 内 自 下 向 上 作 一 条 直线 /, 使 其 平行 于 y 轴 ; 设 先 与 D 的 边界 曲线 
y 二 gi(z) 相 交 , 则 取 wm (z) 为 下 限 ;后 与 D 的 边界 曲线 y 一 gz Cz) 相交 , 则 取 po (z) 为 上 限 ， 
于 是 


Treopu= [a Wa 
D 


@ 如 果品 为 Y- 型 区 域 , 即 D:gn《y) 二 zy (Ce 和 > 入 d, 则 定 限 方法 如 下 : 
在 的 区 间 [c,dj 内 自 左 向 右 作 一 条 直线 4, 使 其 平行 于 xz 轴 , 设 先 与 DD 的 边界 曲线 
式 二 由 (相交 ; 则 取 yj《y) 为 下 限 ; 后 与 马 的 边界 曲线 z 趟 Js( 沪 相交 ; 则 取 右 《3 为 上 限 ,于 是 


rez,was 一 J as) fra 
Db 


@ 如 果 D 既 不 是 XX 型 区 域 也 不 是 六 -型 区 域 , 则 可 作 辅 助 线 将 马 划 分 成 若干 个 不 
相交 的 和 -型 区 域 或 Y -型 区 域 的 闭 区 域 ,然后 利用 三 重 积 分 的 性 质 ,将 积分 区 域 卫 上 的 三 重 
积分 分 解 为 各 小 闭 区 域 上 的 二 重 积 分 之 和 . 

(4) 在 直角 坐标 系 下 计算 二 重 积分 的 步骤 如 下 : 

中 画 出 积分 区 域 的 图 形 . 

@ 根据 积分 区 域 的 形状 及 被 积 表 达 式 确定 积分 顺序 . 

@ 根据 定 限 方法 ;确定 内 :外 层 积 分 的 积分 限 . 外 层 的 积分 限 与 两 个 积分 变量 无 关 ， 
是 常数 ;内 层 的 积分 限 一 般 是 外 层 积 分 变量 的 函数 或 常数 . 

图 计算 二 次 积分 . 先 算 内 层 积分 ,其 结果 作为 外 层 积分 的 被 积 函数 ,再 算 外 层 积分 . 


例 1 计算 | 妆 dzdy, 其 中 是 由 直线 z 一 2，y 一 z 及 曲线 zy 一 1 所 围 成 的 区 域 
解 : 积分 区 域 如 图 10 一 1 所 示 . 
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方法 一 : 先 对 y 积分 ,后 对 工 积分 ， 1 
EE 


-| 对 -起 )z= 3 a 
方法 二 : 先 对 工 积分 ,后 对 y 积分 , 则 
| sures E02a | dzdy 


可 


dz 


一 


2 
1 64 


Ss js 点 本 十 | dy| Sa 


< 上 人 一 纪 ) )ay 二 | (2) 一 二 入 
显然 ,根据 本 题 积分 区 域 ,选择 先 对 y 积分 ,较为 简便 . 


2. 极 坐 标 系 下 二 重 积分 的 计算 
(1) 适用 情况 : 


@ 当 被 积 函数 含有 十 y 或 了 或 ,而 积分 区 域 为 圆 域 , 圆 环 或 由 圆周 的 一 部 分 围 
成 的 区 域 时 , 常 采 用 极 坐 标 系 计算 二 重 积分 , 即 
I =||/ (peos 0,psin 0)pdpd0 


@ 当 被 积 函数 /(z,y) 为 /(z 十 y) 或 了 ( 子 ) 或 (学 ) 时 ,有 时 也 用 极 举 标 系 . 


(2) 选 序 原则 与 直角 坐标 系 下 的 二 重 积分 相同 . 
(3) 在 极 坐 标 系 下 计算 二 重 积分 的 步 又 如 下 : 
Q@ 画 出 积分 区 域 的 图 形 . 
@ 一 般 先 对 po 积分 ,后 对 0 积分 . 
若 积分 区 域 也 可 表示 为 D:m (OO 和 Ke (0) ;a 二 9<B, 具 体 如 下 :从 极点 在 积分 区 域 
内 作 一 条 直线 1, 它 先 与 D 的 边界 曲线 o 王 Pi (0 相交 , 取 gp1(0) 为 下 限 , 后 与 DD 的 边界 曲线 po 三 
gz (四 相交 , 取 ps(0) 为 上 限 , 则 
I (pcos 0»psin 0)pdodp = [esl flpeos 0,osin 9)odo 
图 在 极 坐标 系 中 , 若 先 对 0 积分 ,后 对 o 积分 ,其 步骤 如 下 : 
首先 , 画 出 积分 区 域 , 将 积分 区 域 的 边界 曲线 用 极 坐标 表示 出 来 . 
然后 ,确定 积分 限 . p 的 积分 限 为 常数 ,9 的 积分 限 的 确定 方法 是 :以 原点 O 为 圆心 画 
一 系列 同心 圆 ( 逆 时 针 方向 ), 同 心 圆 与 积分 区 域 D 的 边界 曲线 相交 ; 先 交 的 曲线 作为 下 限 ,后 
交 的 曲线 作为 上 限 . 
例 2 计算 下 列 二 重 积分 : 
(1) 上 =| (zx?+y) do, D={(eo»)| Vs<y<V 生 过 |， 


(2) r= acton 2 吃 为 由 y= 二 V4 一 xz? ,y 二 x,y 二 0,z 二 1 所 围 成 的 区 域 . 
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解 : (1) 积 分 区 域 卫 如 图 10 - 2 所 示 . 
WE 一 二 y 之 206050 = pp Lc0s dVAr WY =y 2 
所 以 积分 区 域 为 2cos 6 儿 po 委 2， 0<0<3 , 故 


.9 pdp = a 5 
‘ 上 | 4 (1 cos’ Wd0= 
(2) 积分 区 域 DD 如 图 10-3 所 示 . 


图 10-2 


cosG ~ 4 
故 
1=| ,0) 0° et 一 (29 一 5 二 
-让 全 人 
二 下 一 下 一 二 和 二 In2 


9 核心 题 型 及 思路 启迪 


0 


题 型 93 烛 扩 二 家 各 为 出 币 秆 关 


思路 启迪 : (1) 由 给 出 的 累 次 积分 的 上 下 限 写 出 积分 域 D 所 满足 的 不 等 式 组 ; 
(2) 由 该 不 等 式 组 画 出 积分 域 D 的 草图 ; 
(3) 写 出 新 的 积分 次 序 ,然后 按 定 限 口 诀 确定 新 的 累 次 积分 上 下 限 . 


例 3 更 换 下 列 积分 的 积分 次 序 : 
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ol wj szdzi (2) bl 


解 : (1) 由 题 可 知 ,0<<y 志 3 Kx 二/ 合 ,积分 域 草图 如 图 10 -4 所 示 , 则 
[af ne zy 
(2) 由 题 可 知 ,0<><1,1 一 V1 一 多 二 xz 必 2 一 ,积分 域 草图 如 图 10-5 所 示 , 则 


ja f(y) dz = | 而 | feaiDy+ | dz| ~ Re 世 


yx 


到 
图 10-4 
例 4 更 换 [一 ji dg “fp,0)dp 的 积分 次 序 
解 : 积分 区 域 如 图 10 -6 所 示 , 则 

r= ag) foo.0Wap = de], f Cps0 dp 


对 p 
yh 8=arccos 


; | % ' 
ACS N | | 


题 型 94 选择 积分 次 序 Mgt 
思路 启迪 : 被 积 函 数 f(x,y) 中 车 售 Ez* i da et $sin 二 vcos :和 


sin zz ,cos 工 , 则 后 对 工 积分 ;对 会 变量 y 的 关公 曾 汪 全 则 后 对 FF 
Se J : -1 
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例 5 求 下 列 积分 : 


De ardy, 其 中 D 是 由 直线 > 一 z.y 一 1 及 y 轴 所 转 成 的 平面 区 
wf] jdzdy, 其 中 DD 是 由 y 一 Inz、 直 线 x 一 2 及 z 轴 所 围 成 的 平面 区 域 


co 加 qzdy, 其 中 是 由 直线 yz 及 曲线 yx? 所 围 成 的 区 域 
解 : (1) 积分 区 域 如 图 10- 7 所 示 . 


被 积 函 数 中 含 e-”, 所 以 应 后 对 y 积分 ， 故 


1 = je dzdy = Ee dy| zzdz 


-i yeY dy = 去 | ye dcy) 


图 10- A 


(2) 积分 区 域 如 图 10 - 8 所 示 . 
ee ee 
Gl 


i 
者 -dx 二 Sw 
(3) 积分 区 域 如 图 10 - 9 所 示 . 


图 10-8 图 10-9 


_ 本 题 就 D 的 形状 而 言 , 既 可 选择 先 对 z 积分 ,又 可 选择 先 对 y 积分 ,但 因为 积分 | sn zdz 
不 能 用 初等 函数 表示 , 故 必须 选择 先 对 y 积分 . 


、 站 
J Zazrdy [azf, dy 一 = | 一 zsinzdz 一 1 一 sin1 
例 6 计算 下 列 积分 : 


= dz] sa 至 dv+|.az|。 sin Pdy 
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(2) 1= (i 
4 Ee 2 3 


Inz 


eT = | ie 


解 : (1) 因为 | sin 3dy 不 能 用 有 限 形式 表示 ,所 以 要 改变 积分 次 序 . 为 此 ,必须 先 画 出 积分 域 
D, 如 图 10—10 所 示 . 


jE 2 md 
可 2 ? | "= ,D= D, UD:; 
Vz <y<rx Yr <y<2 
2 
r= [a sin 3 =-2| y(cos 和 5)dy 二 告 (2 十 0) 
TJ1 x 


(2) 因为 | dz 不 能 用 有 限 形式 表示 ,所 以 要 改变 积分 次 序 ,为 此 ,必须 先 画 出 积分 域 也 [和 
图 10- 11 所 示 . 


(3) 因为 | 记 - Wt 所 以 
[= 共生 dz 一 (zrdy)dz (更 换 积分 次 序 ) 


lInz 


=| dy| wdr =| id 去 其 引 涛 肋 记 加 CH 二 的 
注 : 矩形 区 域 的 累 次 积分 ,可 以 随意 更 换 积 分 次 序 , 如 第 (3) 小 题 . 
题 型 95 ”积分 区 域 关 于 坐标 轴 对 称 的 二 重 积分 
思路 启迪 : 利用 二 重 积分 的 性 质 (8)， 


例 7 设 积分 区 域 DD 是 圆 环 1<x +y<4, 求 || (22°+3sin 到 十 7)dzdy 
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解 : 因 积 分 域 1<x? 十 y 志 4 关于 z 轴 和 yy 轴 对 称 , 且 函数 2z3 及 sin 六 分 别 是 'y 的 奇 函 数 ， 
故 将 被 积 函 数 分 项 积分 ,得 
1 并 让 入 
J(2e +3sin 至 十 7]dzdy lb eidy 二 ss Edrdy trarey 
=0+0 二 冲 azxa 
| y 
又 由 二 重 积分 的 几何 意义 , 知 | dzdy 一 4x 一 x 一 3x. 故 
D 
(2 十 3sin 到 +7)dzrdy = 7 “3x = 21x 


例 8 “计算 | Clzl 寺 ydzdy, 其 中 DD=( (zsy)| zl 十 |y1<1). 
D 2 
解 : 积分 区 域 如 图 10 - 12 所 示 . 
由 图 10-12 可 知 ,积分 区 域 D 关 于 x 轴 、y 轴 和 原点 对 称 ,而 被 


fz;yy) = f(xy) felr,y) 
其 中 fi(z;y)=|z| (ZJ 一 显然 , 妃 Cw = |z| 是 偶 函 数 ， 


万 (zio) 一 7 是 ? 的 奇 函 数 ,于 是 || >dzdy 一 6 故 


I 


图 10- 12 


-可 dz| we 4| za 0 三 
例 9 设 吕 是 由 曲线 y 二 VIT 丰 一 记 ,z 二 VIT 恋 一 让 与 直线 y 一 一 x 所 围 成 的 区 域 ,Di 是 
也 在 第 二 象限 的 部 分 , 则 [esa y 十 ycos z)dzdy 王 (人 交 
D 
(A) 2| ba (B) ?| J zd 
D, 


(C) 1] (zsin y+ ycos Z)dzdy (D)0 


解 : 作出 D 的 图 形 如 图 10 一 13 所 示 . 
作 辅 助 线 y==z, 则 万 被 分 成 两 个 子 区 域 , 而 每 个 子 区 域 又 被 坐标 轴 分 成 两 个 小 区 域 , Di 
与 D; 关于 y 轴 对 称 ,D， 与 D;, 关于 工 轴 对 称 . 
又 zsin y 关 于 工 ,y 为 奇 函 数 ,所 以 
J zsin ydrdy = 0， J zsin ydzdy = 0 
Di+p, D;+D, 
而 ycos zz 关于 z 为 偶 函 数 , 关 于 y 为 奇 函 数 ,所 以 
[| ?cos zdzdy = oe Zdzdy， | ycos zdzdy= 0 


Di 二 D， DtD, 
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故 

|| zsin y 十 ycos 工 )dzdy 一 2|| ycos Zdzdy 
即 选 (B). . 
例 10 设 区 域 D=((z,»)| 式 十 YY 过 1,z>0}， 计算 二 重 积分 | dy 
分 析 : 由 于 积分 区 域 卫 关于 z 轴 对 称 , 故 可 先 利用 二 重 积分 的 对 称 性 结论 简化 所 求 积分 ,又 
积分 区 域 为 圆 域 的 一 部 分 , 则 将 其 化 为 极 坐标 系 下 累 次 积分 即 可 . 
解 ; 积分 区 域 DD 如 图 10- 14 所 示 . DD 二 {(z,) | 十 二 1,x 宇 0,y 宇 0). 


因为 区 域 D 关 于 z 轴 对 称 ;函数 了 (Zz,5) 三 了 二 二 坟 是 变量 3 的 侦 
函数 ,函数 g(z,2) 一 [十 六 二 六 是 变量 ? 的 奇 函数 , 则 


= 本 
es ER 中 二 下 
1 


3 jn 
一 = 主 -天 
?|， dg|， I 书 世 p 
dzdye= 0 图 10-14 


J Ly 
) 1 二 十 


El Eee 
| J tl iy 


题 型 9%6 ”分 段 函数 的 二 重 积分 


思路 启迪 : 当 被 积 函数 是 分 民 函 数 时 ,应 根据 分 段 函 数 的 表达 式 将 积分 区 域 划 
分 为 若干 个 子 区 域 , 使 得 在 每 个 子 区 域 上 ,被 积 函数 的 表达 式 唯一 ; 
然后 利用 二 重 积分 对 积分 区 域 的 可 加 性 进行 运算 : , 
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eesyas = feeswast | fez,yDas t+ -+ || cr, yae 
b D, ot D, 


其 中 ,D 二 Di UD;U:…UD,; 且 DD; ND; = 


例 11 计算 || fCz,y)dzdy, 其 中 
D 
CR zr>0,y>0 


( 日 yy 生 | 
ey 
万 由 工 十 ?一 wz 十 ?一 0 一 0,2 一 4 十 《0>al0) 所 围 成 . 


解 : 积分 区 域 如 图 10 - 15 所 示 . 


图 10-15 


由 图 410< 15 可 知 ;:D=D! 十 DD; 二 Ds ,在 也， 人 一 0, 故 
|re， ed |e ddy te dy 
b D, D, 


= 起 edz| eydy 十 i e™ dz| evdy 
=-La te BF 全 
例 12 设 D={(z,y)|z? 十 YYV2,z 宇 0,y 宇 0},[1 十 xz 十 yy] 表示 不 超过 1 十 z? 十 的 最 天 
整数 . 计算 二 重 积分 |‖ zy[1 十 z? 十 y*Jdzdy 
分 析 : 首先 应 设法 去 掉 取 整 函数 符号 ,为 此 ,将 积分 区 域 分 为 两 部 分 ， 
解 : 令 
Di={(z,w|0<ri+y < 120,y>0) 
疡 = {Czy |1<2+y Sr>0,y0) 
则 
zyt1 te +y drdy = [zydzdy+2l|zydzdy 
D; 


D Di 
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一 = sin Qcos pag| p 2 | sin Geos oa mdpo 


人 
8 


例 13 计算 [= sencz 二 坊 十 ddys 其 中 局 :二 六 妆 4. 


D 
解 : 由 于 积分 域 关 于 原点 对 称 , 被 积 函数 sgn(z 一 y 十 2) 关 
于 z,y 均 为 偶 函 数 , 如 图 10 - 16 所 示 , 所 以 


bs —y 二 2)dzdy 


示 呈 十 立 一 


其 中 D*、， Ee 
这 
13 二 当 半 2130 
ee Ty 二 2 二 0 
一 1， 开 一 六 十 2 去 0 
于 是 , 双 曲 线 好 一 多 十 2 一 0 将 D 分 成 Di,D; 二 DsUD; 两 图 10-16 
子 块 ,如 图 10 - 14 所 示 , 故 


下 证 sancz 国人、 2)dzdy 十 让 Gea tn Rr 2 a 十 诈 senacz 二 
Di Dy DD 


3 El Dasay + away+ aay 


=4 de Day ta ge We 
=—4| (VI—F VET dz+4| VT Tadzrt4| VI dz 


4 NL ES 


题 型 97 被 积 函 数 f(x,y) 中 含有 绝对 值 符号 的 二 重 积分 
思路 启迪 : 在 积分 域 品 中 备 出 全 绝对 值 符号 内 式 子 等 于 0 的 曲 瑶 ,将 吕 ， 分 大 
干 子 域 D;(i 二 1,2,…), 和 名 子 域 刀 ， 上 的 绝对 值 符号 即 可 去 撞 : i 
例 14 计算 | V1y 一 zx | dzdy, 其 中 D={ (zy) | —1<zx<1,0<y<2). 
解 : 令 y 一 习 三 0, 画 出 y 二 x ,将 万 分 成 也 ， ;D; 两 部 分 ,于 是 D=D UD;,. 
fea A ed 作 让 


VI— x . (zy) E 也， 
于 是 


204 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 
| is=e Tardy =)| Ve yardy+ | /y= drdy 
了 D D, 
二 属 dz 六 VT ydy+| dr| ,3 到 dty 
< [se | art] [$a]|, 


=| 21zlart| 2027)idz 


dz 


一 到 十 亏 | 2 一 ztdz 


z=V2sint 本 二 4 {AES 元 
一 一 十 马 4cos 地 一 司 十 7 


例 15 计算 | lcosCz 十 >)1dzdy, 其 中 万 是 由 直线 ?一 z， 


3 一 0,z 一 公所 围 成 的 区 域 . 


解 : 积分 区 域 如 图 10 - 17 所 示 . 
为 去 掉 被 积 函 数 中 的 绝对 值 , 需 用 cos(z 十 y)=0 的 曲 


线 即 直线 xz 十 y 二 5 将 区 域 D 划 分 为 DD1 ,Ds 两 部 分 ,再 将 二 


重 积 分 分 别 转 化 为 二 次 积分 . 
在 Di 上 , |cos(z 十 y)| 一 cos(z 十 y); 
在 D; 上 ,|cos(z 十 y)|== 一 cos(z 十 y). 故 


| es .DE |eoscz Pas —||eos(z Cp 
b D, D, 


雹 ee [zs 
一 人 dy| cos( 工 十 y)dz = dz| cos(z+ dy 
一 ja ~ sin 2y)dy—[, Csin 2z—1)dz = 2 _—| 
_ 题 型 98 被 积 函数 /(z,?) 中 含有 最 值 符号 max 或 min 的 二 重 积分 


思路 启迪 : 弄 用 直线 y 二 工 将 积分 域 品 分 成 两 部 分 ， 直线 上 方 J> ,直线 下 广 
y 过 Zz, 这 样 f(zx,y) 中 max 或 min 就 消失 了 . 


例 16 计算 | sin zsin ymax{(zy)dzdy, 其 中 D=| (zy) | 0 入 rz 生 0 委 <r}. 


D 

解 : 积分 区 域 如 图 10 - 18 所 示 . 积分 域 D 二 D, 十 D; , 则 
[sin xsin ymax{zx,y}dzrdy = [ysin zsin ydzdy 十 | zsin zsin ydzdy 
b D, D, 
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了 bb 如 
一 ysin Ja sin zdz 十 | zsin zdz|- sin ydy 


一 中 ysin ydy| sin wd = 3 
0 0 2 


图 10-18 


mo Hg [nine ty (A 1) 


和 = xe +7), y 宇 工 
解 : fCzyy)= min{x,y})e “二 i ,于 是 
ye ty We y< 必 式 


< 和 dy 三 = edy 
令 y 一 二 Ho 尼 

和 i 

$e ge 2 An 2 


题 型 99 二 重 积分 等 式 的 证 明 
思路 启迪 : 常用 交换 积分 次 序 ,变量 代 换 、 对 称 性 的 方法 .对 累 次 型 命题 等 式 的 

用 到 重 积分 对 积分 域 的 可 加 性 和 对 积分 变量 的 无 关 性 . 

例 18 设 jz) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 : 

| findz| Fd 去 [|， (zydz] 

证 : 方法 1 对 左边 的 积分 交换 积分 次 序 , 应 用 积分 与 积分 变量 所 用 字母 无 关 , 得 
| findz| P= 让 ndy| Fadr= 上 fwdz| CDay 

故 
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rwasl 9a = as] fds + | fae 004s] 
= findz[| fwdy+| fewdy | 


a 二 | Fc)az| fa)dz = [| ,fewae] 


方法 2 设 被 积 函 数 f(x) 的 一 个 原 函 数 为 F(x) = 上 reod ; 即 F'(z) = f(r) BF(I) =0, 
则 


| fedz| fdy 一 |. 冯 有 交办 ix 
0 训 0 
和 | 六 (2) Fz) dz 
1 WY 1 
Es -| R(xz)dF(z) == 二 FeCz)| 
0 2 0 


于 严 (0) 一 去 [| fo)az] 


题 型 100 二 重 积分 不 等 式 的 证 阴 


思路 启迪 : 常用 重 积 分 的 估 值 定理 ,比较 性 定理 ,单调 性 来 证 明 . 
(1》 对 于 二 重 积分 不 等 式 的 证 明 , 常 用 定理 和 公式 : 重 积分 的 性 质 ， 
尤其 是 比较 和 估 值 定理 以 及 公式 有 (Zz) 十 (ZX) 宇 2f(z)g(z). 常 
用 的 方法 : 估 值 法 判别 式 法 和 辅助 函数 法 . 


(2) 凡是 题 设 条 件 中 告知 被 积 函 数 严 格 单调 而 没有 说 明 可 导 的 命 
题 , 其 证 明 均 是 从 差 式 出 发 进行 证 明 . 


例 19 设 函 数 f(z),g(zx) 在 [a,b] 上 连续 , 且 同 为 单调 增加 (或 同 为 单调 减少 ) 函 数 , 证 明 : 
= of de 上 f(z)dz| ‘8 a 


证 役 造 兰 @=a coDsczdz 一 | fdz| g (z)dz ;现在 需 证 明 A 写 0. 
现 将 -A 的 表达 式 转化 为 二 重 积分 ,得 


[9 b b b 
守 | FCz)gCz)dz| dy 一 | fcz)dz| ye 
=||f (8c) drdy -| 区 柜 昕 
D D 
= 有 [rcpgka — f(z)g3) Jdzdy a) 
D 


其 中 D= {(zWla<z<ha<y<). 
同 理 可 得 
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入 = | ropgcyydy| de 一 | Fopdy| scodz 
= 由 cosgcpydzdy 一 | ropgcoazdy 
D D 
= 站 [ropogcy — f(yge(z) ]dzdy (2) 
式 (1) 十 (2) 得 1 
2A = [Ex (z)g(x)— flr)g y+ fe(y) — Fg) drdy 
D 


= 二 Py pC ec ey dad 


因为 f(z),g(z) 同 为 单调 增加 (或 同 为 单调 减少 ) 函数 ,因此 ;不 论 工 过 了 ;还 是 二 y， 
f(z) 一 f(y) 与 g(z) 一 gl(y) 总 是 同 号 , 故 


2A =e ey CT AY cy Tut 
D 


即 人 之 0 . 
例 20 设 D:0 志 zx<2,0 过 y<2， 


G) 求 A=|‖ zy 一 1 eas 
D 
(2) 设 /(z,2) 在 DD 上 连续 , 且 f(z,3)dzdy = 0,|zyf(z,ydzdy = 1 ,证 明 : 存在 
D D 
(&,DED, 使 | f(&,?D | 过 二 
解 : (D 令 D, 一 {(z,2| 二 入 z 乏 2, 革 入 ?入 2?] ,有 


克 型 Te-pew+ | a—zy)dzdy 


D-DD, 


关 J -Ddy + 一 zy)dzdy 二 也 十 2In 2 


(2) 因为 f(z,y) 在 D 上 连 绪 ， 得 | f(z,y) | 在 D 上 连续 ,所 以 , | f(z,y) | 在 D 上 
存在 最 大 值 , 即 存在 点 (8,n)ED, 使 得 |f(&, 力 | 为 |f(z,y)| 在 D 上 的 最 大 值 . 
由 已 知 得 


全 [yf czaray| 了 由 =-Drepdaa 
D D 
<|| | zy 一 11.| f(z,y) | drdy 
也 
< nD 11 ll drdy =| f(D |:A 
D 


即 存在 (6, 力 ED, 使 | fC&,D | 三 广 . 
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10. 4* 三 重 积 分 


题 型 101 “三重 积 分 的 计算 
1. 直角 坐标 系 下 三 重 积分 的 计算 


思路 启迪 : (1) 适用 情况 : 
若 名 为 长 方 体 、 四 面体 或 任意 形体 , 则 用 直角 坐标 系 , 此 时 ,体积 
元 素 do 二 dzdydz : 
(2) 化 为 累 次 积分 
根据 0 的 具体 形状 ， 确定 虽 在 哪个 坐标 面 的 投影 
Q@ 车 平行 于 某 坐 标 轴 (不 妨 设 为 z 轴 ) 的 直线 穿 过 0 的 内 部 ,与 
的 边界 曲面 的 交点 不 多 于 两 个 ， 0 的 上 顶 曲 面 函数 为 zo (Z2) EE 


扣 全 所: 所 Gn) 和 元, 人 后 和 人 


ce;9,240 = fazay Bl, Ca he 时 
nl D 


Mb 
式 (1) 称 为 计算 三 重 积 分 的 “ 先 一 后 二 ”法 . 
在 求 二 重 积分 时 ， | 
(1) 若 万 为 又 型 区 域 , 即 0 , 则 式 C1) 可 进 
一 步 化 为 
ee dz] d 小 i (2) 


W(x) ~ zr) 


ei Cy zr (y) 


CD 着力 为 型 区 域 ; 下 过 2 


一 步 化 为 
je， eid | d| dz| f(z1ys De (3) 


Zi Cy 1 CT 


趟 (2 和 式 (3) 即 为 计算 三 重 积分 的 三 次 积分 


RN th (z,y) € D. i 
四 郑 丰 可 表示 为 1 < 


,出 式 (1 可 浊 


由 eamy |e dy (4) 
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式 (4) 称 为 计算 三 重 积分 的 “ 先 二 后 一 ”法 或 截面 法 . 当 被 积 函 
数 与 工 ,y 无 关上 且 积 分 域 Q2 夹 于 两 平面 二 c1,z 二 cz(cl 过 cz) 之 间 ， 


用 界 于 两 平面 的 平面 去 截 0 得 截面 D(z)， Mr 


易 计算 时 ,用 截面 法 比较 简单 

@ 将 QQ 投影 于 yOxz 和 xzOx 坐标 面 的 情况 类 似 处 理 . | 

图 如 果 平行 于 坐标 轴 , 穿 过 和 2 的 内 部 的 直线 交 02 的 边界 曲面 的 
点 多 于 两 个 , 则 将 QQ 分割 成 若干 不 相交 的 闭 区 域 ,使 每 个 小 闭 区 域 
满足 条 件 ( 即 平行 于 坐标 轴 , 穿 过 每 个 小 闭 区 域 的 内 部 的 直线 交 其 
边界 曲面 的 点 不 多 于 两 个 ); 然 后 利用 三 重 积分 的 性 质 ,将 积分 区 域 
上 的 三 重 积分 分 解 为 各 小 闭 区 域 上 的 三 重 积分 之 和 . 


例 21 计算 T= + y+ drdydz , 2 为 三 个 坐标 面 及 平面 
na 


工 十 y 十 z 三 1 所 围 成 的 区 域 . 
解 : 0 的 草图 如 图 10 - 19 所 示 . 

因为 被 积 函 数 j(Czyy,z=) 三 工 十 y 十 宇 及 积分 域 关 于 xyy*z 均 
为 对 称 , 故 


araya: = ea = earaya 


所 以 I= 3|||zxdzxdydz. 


n 
将 Q 投影 到 zOy 坐标 面 上 , 则 


= {Cylzty<1}= (Go<z<10<y<1rz| 
于 是 
ee < 
:| 一 J0 之 y 之 1 一 2 (先后 二 法 ) 
(z,y) ED 01 
故 


过 3| zdz| dy| “dz = 3| zaz| “a > 


eat =! dz 二 了 | zl 一 zx)*dz 一 二 
例 22 计算 一 由 -deavae 0 直下 十 学 十 各 一 1 图 成 
解 : 因为 被 积 函数 与 zy 无 关 ， 证 ‘ 先 二 后 一 ”法 
Ce : 瑟 十 点 二 1 


CT 


= 
由 于 0Q: | c ,所 以 
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区 eb | = “ral 所 6 1 一 所 dz 


一 2rob| PE 


例 23 计算 IT 一 由 号 +> )dzdydz ,其 中 0 为 由 曲线 y* 一 2z,z = 0 绕 = 轴 旋转 一 周 而 成 
的 而 与 平面 < 一 22 = 所 国 成 的 立体 
解 : 曲线 “ 绕 。 轴 施 转 一 周 而 成 的 旋转 曲面 的 方程 为 2? 十 y 二 2z. 

OT ; 则 DD(z):z! 十 声 2z. 昌 然 f(zyy;z) 二 十 W 不 易 写成 z 的 函数 ,但 
J (局 十 六 Jdzdy 易 用 极 举 标 写成 的 函数 , 故 用 * 先 二 后 一 ”法 计算 


了 三 [aa 。pdo = 2r dz = 336x 
p > 


思路 启迪 : (D 适用 情况 : 若 Q 是 由 旋转 面 , 柱 面 、 锥 面 与 平面 所 围 ,积分 域 Q 在 
~ 0 Di 部 分 ,或 被 积 函 数 为 2F(Z2 二 六 ) ， 
工 一 pcos0 
sf (x ) 变 简 单 的 一 、 二 次 式 ， Dt 二 |psin 0 ,此 时 , 体 
> 
积 元 素 dv = ododbdz ， 
(2) 柱 面 坐标 系 下 三 重 积分 的 计算 本 质 是 直角 坐标 系 下 的 “ 先 一 后 
二 ”法 ; 邯 若 
Q:aO0KB oO So Dalzrsy) SR (ry) ， 则 


es.2av = aray) forsy, 0 de 
Eo D 


= af” os fpcos 0, psin bz) 


a podp zi(pcos brposin 0) 


例 24 计算 | =y=dzdydz ,9 为 球面 z2 十 区 十 之 = 工 及 三 个 坐标 面 所 围 第 一 封 限 部 分 。 
n 


Qs Wi = 
解 :0 < v 一 还 一 交 先 一 后 二 0 区 训 二 


(zyy) ED 0<9< 至 


故 
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Wi 


Dyearaya = 由 dd zdz 王 || zy。 半 (1—z?—y)drdy 
Db 


= #1 dg| peos 0 psin 0 (1—p): pdp 
[| cos bsin do] 《一 )dp 
Ee 
例 25 计算 由 -dzdydz ;QQ 由 z= 二 V2 一 邓 一 光一 必 十 到 围 成 ; 

解 : 凡 积 分 域 是 由 抛物 面 与 其 他 曲面 所 围 成 的 形体 ,一 般 采 用 柱 坐 标 系 计算 为 宜 . 在 柱 坐 标 系 
下 ,球面 与 抽 物 面 的 交 线 为 | 要 二 | 一 1 


六 委 z 和 之 V2 一 0 
于 是 2 


:10<po1 ;所 以 
0 委 0 委 2 


| 
n 


-=p -6 和 一 x(1 一 古语 )= 名 
另 解 : 因为 被 积 函 数 与 zx,y 无 关 , 也 可 用 “ 先 二 后 一 ”法 . 由 于 
(x E Ds :2 Fy Sz (rz39) € Do st Si 
A 和 
所 以 
VZ 1 VZ 
中 -aa te Lal dzdy 十 |， visas 


1 2 7 
二 器 二 . . = va 
i xdz 十 | = r (2— x) dz 一 /人 


注 : 显然 用 柱 坐 标 系 更 简便 . 
3. 球 坐 标 系 下 三 重 积分 的 计算 


思路 启迪 : (1) 适用 情况 : 若 0Q 是 由 锥 面 .球面 与 平面 所 围 , 或 被 积 函 数 为 
工 三 rsin pcos 0 
f(z 十 十 池 ) ， 则 用 球面 坐标 系 rp ;此 时 ,体积 元 
之 一 7COs 0 
素 dv 二 sin pdrdgpd9. 
(2) :积分 次 序 : 通 常 是 先 对 7 积分 ,把 区 域 2 投影 到 ”~ 一 1 (或 常数 ) 
的 球面 上 ,得 到 投影 区 域 aog , 它 的 边界 曲线 由 p09 的 关系 确定 .从 
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原点 引 一 条 射线 , 穿 过 0Q 内 部 , 设 先 与 之 相交 的 曲面 方程 为 ni(g,0) ， 
后 与 之 相交 的 曲面 方程 为 ro(g,0) , 则 
汉 (prEr(g0) 
‘[ (gp,0) € oo0 
故 积分 可 表示 为 
a (0) 


Newar = dj pda pf rp Or dr 


二 sin pdg|, dl| frp dr 


关于 第 一 个 积分 | sin ydy ,积分 限 这 样 确定 : 


@ 若 = 机 从 积分 域 O 中 穿 过, 则 | sin gdp 一 | sin gdg. 


@ 若 z 轴 与 积分 域 2 相 离 或 相 切 , 则 总 可 以 找到 两 个 半 锥 角 分 
别 为 a，Bla 二 B) 的 锥 面 ,把 0 夹 在 其 中 ,于 是 


| sin gdp = | sin gdyp 
关于 第 二 个 积分 | ,49， 积分 限 的 确定 与 极 坐标 系 中 0 的 确定 类 似 ， 
即 若 积分 域 0 在 平面 zxOy 上 投影 后 区 域 的 边界 曲线 包含 原点 在 内 ， 
则 dg = | ,ad5 ;车 投影 区 域 的 边界 曲线 不 包含 原 点 在 内 , 则 在 zOy 
面 上 总 可 以 作 两 条 射线 把 投影 区 域 夹 住 ,车 射线 与 轴 正 向 的 夫 角 
分 别 为 grvb(G 之 色 ) , 则 |. 四 一 "dg. 


Zi 
a 


例 26 求 咱 ze dV 四 为 2 十 关 寺 到 过 业 前 第 三 十 限 部 分 . 
n 
8 有关 < 
J 
解 : 本 题 显然 用 球 坐标 系 ,; 则 Q:1 ?全 2 
0<0<3 


I= | sin pdp| dg dg- rsin pcos 0 。 & “rdr 
一 | sin? pdp| , cOSsb a rE edr 


| :$5| 志 a 
夫人 | ed 至 Be 


第 ,10 章 重 积分 213 


例 27 求 | VT 二 十 dV ,人 由 z = /十 二 到 与 平面 到 于 国 成 


解 : zz 一 Vz 十 yy Fs ny nt tk de 


COS gq 
于 是 
1 
LT 
人 os 9 二 亚 
0 委 0 和 和 2 
故 


次 2 et 
下 sinp dp| df ES ,dp 
Ll 4 


-- 引 忆 cos'g 二 cos’iplo 
注 : 用 球面 坐标 系 计算 ,应 nd i a 
例 28 计算 I 二 由 = 十 闪 )dz ,由 z 宇 VT 十 yy ;1 声 工 十 十 委 相 围 成 : 


解 : 从 被 积 函 数 看 ， 似乎 柱 坐 标 系 简单 ;但 从 积分 域 分 析 , 本 题 宜 采用 球 坐 标 系 . 因此 
i 


荆 


= "CD 


0Q2:; 0 委 9 科 攻 


0<0O< 2r 


工 一 sin rdz| “dg|， rcos p* rsin’ 9 * rdr 


至 2 
= 2x| Cos psin’ gdp| rdr 


一 Eley 本 = 进 
2 不 sin' | Gr 


?7s 2 


题 型 102 利用 对 称 性 化 简 三 重 积分 


电路 启迪 ; (1) 车 积分 域 Q 关 于 坐标 面 zOy (或 yOz ,或 zOx ) 对 称 , 有 (zsy,z2) 
是 z( 或 ,或 y) 的 奇 函 数 ， i 
或 》 ) 的 偶 函 数 , 则 积分 


人 a ees sy 
其 中 避 " 是 口 的 对 称 区 域 的 一 半 ， 


(2) 车 积分 域 Q 关 于 (或 y ,或 z) 轴 对 称 ， f(x,y sz) 是 yz (或 Ziz， 
或 zy) 的 奇 函 数 , 则 积分 TI 三 0 ; 若 /zyz) 是 yz (或 I, 之 ,或 工 ,y) 
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的 偶 函 数 , 则 积分 
FE a fey 
其 中 Q2* 是 Q 的 对 称 区 域 的 一 半 . 
(3) 若 积 分 域 QQ 关于 原点 对 称 ，F(zyyyz) 关于 工 ,ysz 为 奇 函 数 ( 即 


yz 一 一 | 大 下 RS Ys el ), 则 积分 TI=0 3 营 f(ryrz) 关 
于 元 yy 为 偶 函 数 ( 即 frp2) fT, Ys ER ), 则 积分 


= re 
其 中 力 ， 是 0 的 对 称 区 域 的 一 半 . 
例 29 计算 1 == 用 (z+z)av ,其 中 是 由 x 二 Vz 十 半 ，zx 二 V1 一 x 一 yy 所 围 成 的 
n 


区 域 . 
解 : 由 图 10 - 20 可 知 , 0 关于 坐标 面 yOz 对 称 ; 又 了 (x,y,z) 二 过 
关于 z 为 奇 函数 ,于 是 

jzar= 0 


站 


故 
工 一 jj 一 i dp| “ag| rcos 9 * rsin gdr 


:1 : ee 4 
一 2 证 cos wsin gdp 一 至 ( 喜 sin?p)|。 一 于 
例 30 计算 T= 用 (x 十 y 十 zaV ,其 中 0 由 zx? 二 六 二 之 R 围 成 . 
n 


解 : =zav + yav + jzav 


因 0Q: 好 十 着 十 邓 委 <R: 关于 原点 对 穆 ， pe YT)=z sf (Tsy 2)= YY, f(zyyyz) 二 zz 分 
别 为 x,y,z 的 奇 函数 ,所 以 


I= 几 e+y+aar=oHoFO=0 


题 型 103 ”利用 轮换 对 称 性 化 简 三 重 积分 
思路 启迪 : 当 积 分 区 域 Q 或 被 积 函 数 表达 式 中 将 变量 Z,y,z 一 z,z，y ,表达 式 


仍 不 变 , 则 称 积分 域 或 被 积 函 数 关于 变量 zx,y,z 具有 轮换 对 称 性 ,此 
时 积分 有 如 下 性 质 : 


Wwav= war = war 
a n 了 
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例 31 = 上 ty ta 其 中 Q 由 z2 斗 十 之 R* 围 成 . 
解 : 因为 a (Zz 十 y 十 z)? 及 8 均 具有 轮换 对 称 性 ,所 以 
I= 几 c 直入 tz2)av+2l| Gy ++a)dv 
n 0 
= 3 有-*av+s zydV 
nn a 


而 用 zyav 二 0 ,所 以 
JieE sav 持 鸣 尖 | dp], dg| 7 sin g * rcos’ gdr = SnR’ 
10.5* 重 积分 的 应 用 
题 型 104 求 体积 
思路 启迪 : (1) 利用 二 重 积分 的 几何 意义 . Od 


为 顶 ,母线 // zx 轴 的 柱 面 , 即 而 号 在 zxOy 和 上 山寺 彤 让 为 底 所 
a 


= 小“- -cou 和 


(2) 利用 三 ete 六 二 av wn 的 体积 ， 


例 32 求 球 体 之 十 六 和 过 4a’ 被 圆柱 面 好 十 y 三 
体 的 体积 . 


解 : 由 对 称 性 ,立体 体积 为 第 一 卦 限 部 分 的 4 倍 
V=© 让 V4a2 —z —y drdy 


其 中 了 为 半圆 周 > = V2az 一 x” 及 立轴 所 围 成 的 闭 区 域 , 
在 极 坐 标 系 中 ,D 可 表示 为 


2az 所 截 得 的 ( 含 在 圆柱 面 内 的 部 分 ) 立 


0<p<2ac0s 9, 0<0<3F 
于 是 


v= 直 Va — pr pdpd0 = 4 do Vla’ —Fpdp 
D 


= a—s sinzb)d0 一 a 人 Se 
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例 33 求 曲 面 z== zz 汗 yY 十 a (a 这 0) 上 任意 一 点 处 的 切 平面 与 == zx 十 yy 所 围 威 的 空间 

的 体积 . 

解 : 设 曲 面 53:2z= 7 a 十 区 上 于 任意 一 点 为 Mn (zo$ Yo zo ) ; 则 过 点 Mo 的 切 平面 方程 为 
2x0 CT To Sy Cy TN Ce = 20)=i0 

即 二 2x0oz 书 2y0y 一 2 一 十 a 


一 | (Zz 十 一 2T0z 一 2yoy 十 十 3 一 a)dzdy 
D 


了 


三 一 由 [CCz 一 2Z)2 十 (7 一 加 浊 一 adzdy 
(zx) Hy WY a 


令 工 一 zo 一 pcos 0,y 一 yo 二 psin0，, 则 


V= Jee do， (—p Ta) dp = ra’ 


题 型 105 求 曲 面 的 面积 

思路 启迪 ; 关键 是 找 被 积 函数 和 投影 区 域 ， 二 般 被 积 函数 在 第 一 个 曲面 方程 中 
找 ,投影 区 域 为 两 个 曲面 共同 投影 部 分 - 请 记 往 以 下 公 走 ， 
(1) 设 曲面 3:z 一 jz(z, 当 考 平行 于 轴 的 直线 只 交 于 一 点 ,曲面 也 
在 zOy 平面 上 的 投影 为 DD , 则 曲面 号 的 面积 A 为 


A=|| VITZIT2r drdy 
D 
(2) 如 果 曲 面 3:y 一 yx,z) 与 平行 于 y 轴 的 直线 只 交 于 一 点 ,曲面 
号 在 zOz 平面 上 的 投影 为 D , 则 曲面 上 的 面积 A 为 
A= | VIF yy dr 
(3) 如 果 曲 面 马 :zx 二 x(y,z) 与 平行 于 了 工 轴 的 直线 只 交 于 一 点 ， 曲面 
卫 在 yOz 平面 上 的 投影 为 马 5 则 上 曲面 也 的 面积 难为 
4=|| Vit radydz 
D 


例 34 求 锥 面 z= 二 Vz 十 xy 被 柱 面 2 = 2z 所 割 下 部 分 的 曲面 面积 . 
z= Vx 十 六 4 旦 .2 TY 
解 : 将 割 下 部 分 的 曲面 在 zOy 平面 上 投影 , 联 立 5 ; 消去 < 得 zx? 十 y 二 2x. 


Ee 
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9 
又 过: 二 法 y 


- 
ax Ey Ty 


A= | viTzr raydzdy = | Vadzdy = VZx 
D 


题 型 106 ” 求 薄 片 或 形体 的 质量 、 质 心 的 坐标 、 转 动 惯量 .引力 
思路 启迪 : 记 住 以 下 求解 公式 : 
(]) 设 平面 薄片 刀 的 面 密度 = f(xyy) ; 则 - 
@ 薄片 刀 的 质量 


M=|re， 家 医 
D 


@ 薄片 万 的 重心 (质心 ) 
Jef Cr, Jyf Ce, de 


?时 l a ] ta 


@ 薄片 一 关于 工 ,y 轴 及 关于 原点 的 转动 惯量 分 别 为 
Js = yf drdy 
D 


J = A 
D 
1 =| yf drdy 
D 
(2) 设 空间 形体 体 密度 为 pCz,y,z) , 则 


@ 空间 形体 02 的 质量 
M 一 (Ziyyz)dzdydxz 
中 


@ 空间 形体 2 的 重心 (质心 ) 
下 zecesyzdzdydz 


贡 和 洛 


joc y, <) dardydz 
n 
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J (zyyyz)dzdydz 


”ew oa 


由 (zyypvZ ba 


“he dz 


图 空间 形体 Q 关 于 工 ，y3z 入 及 关于 原点 的 续 动 避 量 分 别 为 
J. = |e 十 2)p(z, 入 全 dxdydz 


= [es 十 2)p(z,y,z)drdydz 
n 

= +p ys) drdydz 
0 


“= + y+) p(y, 2) drdyds 
0 


例 35 设 有 一 半径 为 R 的 球体 , P, 是 此 球 表面 上 的 一 个 定点 ,球体 上 任意 一 点 的 密度 与 该 点 
到 P, 的 距离 的 平方 成 正比 (比例 常数 汪 0 ) , 求 球体 的 重心 位 置 . 
解 : 设 所 考虑 的 球体 为 2 , 球 心 为 O ,以 定点 Po 为 原点 ,射线 PuOl 为 正 x 轴 建 立 直 角 坐 标 
系 , 则 球面 的 方程 为 
0 
设 0 的 重心 位 置 为 (zx,y,;z) ,由 对 称 性 得 工 王 0,y = 二 0 , 则 
~ Wc Fy 2)dy fe 年 芝 下 屿 yy 


“he 十 到 十 过 Ja er 
le 十 纺 秆 之 ay 一 外 sinp dp| a pe- 吾 Rs 


| 于 2Reos 
中 区 二 十 六 十 zyJdV 一 直 ， sin ea dp| . db| “prcos p* pdp Er SnR’ 
n 


1 
故 之 二 aR. 
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11.1 基本 性 质 


(1) 设 C 关 0 为 常数 , 则 Do 与 Ds 具有 相同 的 合 散 性 ; 
这 ;着 Du 收 合 , 其 和 为 ; , 则 be 也 收 化 ,上 且 其 和 为 Gs;. 
(2) 设 A = 3 二 zo , 则 DG tw) = 0 
@ 车 站 收敛 ， > ve 发散, 则 如 Cu 士 ) 发 散 
@ 若 3 ” 3 均 发 散 , 则 Do 土 v) 敛 散 性 要 具体 分 析 . 
(3) 设 有 一 个 级 数 2 ,对 其 添加 或 去 掉 有 限 项 ,不 影响 其 敛 散 性 ;着 收敛 ,其 和 可 能 改变 . 
(4) 设 级 数 Du 收敛 , 则 对 其 各 项 任意 加 括号 后 所 得 新 级 数 也 收敛 ,其 和 不 变 . 
推论 : 若 级 数 区 ws ,对 其 各 项 加 括号 后 所 得 级 数 发 散 , 则 原 级 数 盐 发 散 ; 


加 着 级 数 半 w。 ,对 其 各 项 加 括号 后 所 得 级 数 收 全 ,出 原 线 数 >，vw 的 仇 散 性 要 做 具体 
分 析 . z : 
(5) 级 数 > zw 收敛 的 必要 条 件 : limw, 一 0. 


必要 条 件 的 应 用 ,判别 级 数 发 散 , 即 一 oo, 六 0, 则 级 数 沁 发散 


例如 才 二 业 二 ww 一 人 on -op) 则 级 数 发 


11.2 级 数 的 判 化 法 


1. 正 项 级 数 判 伍 法 
Gy) 比较 判别 法 设 > 与 > 均 为 正 项 级 数 , 对 于 常数 C 二 0 , 恒 有 zs 和 Co , 则 
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@ 2 收敛 时 ， >, 收敛 ; 
四 当 发 数 时 ， Sa 发 识 
言 之 , 正 项 级 数 小 于 收敛 级 数 者 必 收 敛 , 大 于 发 散 级 数 者 必 发 散 . 
(2) 比较 判别 法 的 极限 形式 设防)w 与 半 区 区 为 正 项 级 数 ,是 lim 各 一 A ,那么 


@ 著 忆 久 收 化 ,0 过 A 之 +00 , 则 站 w 收 全 


四 车 忆 w 发 数 ;0 二 A 过 + , 则 总 w, 发 散 
由 以 上 可 得 两 个 简捷 的 判别 法 ; 


@ 当 "一 = 一 as , 则 加 wm 与 忆 ww 具有 相同 的 儿 散 性 ; 
加 设 p,q 分别 为 通 项 ,的 分 母 ,分 子 关于 太 的 最 高 次 数 , 当 p 一 1 时 ， Dw 收 


敏 ; 当 户 一 去 1 时 ， 六 发 
常用 的 比较 级 数 如 下 ， 
@ 几何 级 数 > arr， 
当 站 | 过 了 时 , 弘 数 收 化 ,其 和 为 2 ; 当 和 | > 工时 ,级 数 发 散 


@p 开 数 习 占 一 1 守 志 Fs ;十 -十 方 
当 p 光 1 时 :级 数 收 统 ; pI 级 数 发 散 
(3) 比值 判别 法 “ 设 有 正 项 级 数 > ,lm 各 一 6, 则 当天 工时 ,级 数 收敛 ; 当 p> 1 
时 ,级 数 发 散 ; 当 p 二 1 时 ,方法 失效 
适用 范围 : 通 项 w, 中 含有 n! 或 关于 的 若干 因子 连 乘积 形式 . 
(4) 根 值 判 别 法 “ 设 有 正 项 级 数 > , lim 3 一 p , 则 当 p 过 1 时 ,级 数 收 伍 ; 当 p>1 


时 ,级 数 发 散 ; 当 p 三 工时 ,方法 失效 . 
适用 范围 : 通 项 中 含有 以 为 指数 的 因子 . 但 是 当 wu 中 既 含 有 以 为 指数 ,又 含有 nl ， 
(2n)1 , (2n 十 1)! 时 ,用 比值 法 ,而 不 用 根 值 法 判别 . 

2. 交错 级 数 判 敛 法 

莱 布 尼 茨 交错 级 数 判别 准则 : 


设 交错 级 数 > (一 Dw wu > 0 , 若 满足 条 件 ， 


Du Wn sn = 2 ， 即 Un 单 减 ; 
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则 交错 级 数 > (一 Dmiw, 收 敏 ,其 和 s 雪 记 ;其 郊 项 余 和 的 绝对 值 |R, | 过 ws . 
注 : 使 用 莱 布 尼 芯 判别 法 判别 交错 级 数 是 否 收敛 时 ,必须 验证 两 个 条 件 :一 是 验证 lim 一 0 ， 
一 般 较 为 容易 ;二 是 验证 ws 过 汶 ,n 二 1,2,… ,有 时 较为 困难 ,常用 以 下 三 种 方法 ， 

@ 比值 法 ,考查 是 否 小 于 Ti 


@ 差 值 法 ,考查 ww 一 wn 是 否 大 于 0; 
图 考查 函数 u. (将 n 换 成 x ) 对 工 的 导数 是 否 小 于 0. 


3. 任意 项 级 数 Xi ( us 可 正 、 可 负 、 可 0) 
定义 “假设 忆 | | 收 俩 , 则 we 称 为 绝对 收 人 级 数 ; 若 2 | w | 发 区 ,而 如 友 政信 , 则 称 
2 为 条 件 收敛 级 数 . 
定理 1 车 沁 |w| 收 全 , 则 忆 w 一 定 收 全 
定理 2 设 2 vw 条 件 收 合 , 则 其 所 有 正 项 和 负 项 各 自 构成 的 两 个 级 数 一 定 是 发 的 


注 : 用 比值 法 或 根 值 法 判别 > ju | 发 散 , 则 Du 一 定 发 散 
常用 的 条 件 收敛 级 数 如 下 ， 


> i SR, ST dt tt 
OD 站 D" ,OI 站 2 D"sin 二 ,等 等 


庆 一 2 n= 


11.3 ' 知 级 数 


1， 阿 贝尔 定理 
设 级 数 > 在 z == zo( 关 0) 处 收敛 , 则 对 于 满足 不 等 式 zx|<< zol 的 一 切 x ,级 数 


awz" 绝对 收 化 ; 设 级 数 > in 在 :二 mm( 关 0) 发 散 , 则 对 于 满足 不 等 式 |z| > |zo| 的 一 
切 x ,级 数 > aiz 发 骨 
2， 蛙 级 数 > a,(z 一 zo)" 收敛 半径 的 计算 


若 寡 级 数 3 (z 一 zo)" 的 系数 满足 


lim Via 一 p 或 lm lal 
则 收 钱 半径 为 
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入 二 Se Pp 0 
0， 6 一 十 co 
注 : 若 已 知 军 级 数 在 (a,6) 内 收敛 ,在 [a, 扫 外 发 散 , 则 其 收敛 半径 为 “2 ， 
3， 宪 级 数 的 分 析 性 质 


设备 级 数 > auz" 的 收 伍 半 径 为 及 ;出 
(GD) 震级 数 > avz* 的 和 函数 S(z) 在 民 - 均 , 现 ) 内 连续 
(2) 和 级 数 Daz" 在 (一 R,R) 内 可 逐 项 微分 , 即 
S‘(zx) = Casy 一 = 如 (gz*)’ = Pm" 
(3) 寡 级 数 p37 在 (一 尺 ,R) 内 可 逐 项 积分 , 即 
[sou= | (Dar)au= Dard= 
4. 函数 的 窘 级 数 展开 
泰勒 级 数 ” 设 函数 /(z) 在 -x 的 邻 域内 具有 任意 阶 导数 , 则 w 一 全 称 为 n 阶 泰勒 系数 
f(z) ~ fla) Ff ea) + EE ott Er) + 
车 一 0 , 则 
Fa 一 SO FSOEHEQP ++ 
称 为 麦克 劳 林 级 数 . 


泰勒 定理 ” 设 函 数 /(z) 在 zo 的 邻 域内 具有 任意 阶 导 数 , 则 泰勒 级 数 > 站 (zx 一)" 收 
俩 于 f(z) 的 充 要 条 件 是 ;it R,(z) 二 0 ,其 中 


5 


BN Oe 


11.4 七 个 常见 的 函数 展开 式 ( 必 须 熟 记 ) 


DIE ltutwt tet = Pw, uE (1D; 
n=0 


(0 和 一 1 一 x 十 要 一 全 十 二 De 十 一 2 人 一 Du w€ 1D; 
ls n=0 


(3) e = i = Lp HE (0 + oY 
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1 一 _ | 区。 we a 过 17aat 
(4) sinu = 31 十 SEN” | Ti+ > 每 二 4， UE (—03,+00); 
i (= Dy 
(5) cosu= 1 21 1 ss Dit CT， & 和 (一 2 oo); 
2 3 开 
二 sy Ct 二 汪汪 


(7) (1 -wr = 1 te 1) 记 丫 … Ce Ds bgt 
可 否 为 一 1 或 1 与 a 有 关 ). 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
11.5 与 级 数 概念 和 性 质 相 关 的 命题 


;EE LD 


题 型 107 判别 数 项 级 数 3 ww 的 伍 散 性 ,并 附 有 *“ 著 收敛 时 , 求 其 和 "的 命 是 


思路 启迪 : 一 般 利用 级 数 敛 敬 性 的 定义 处 理 . 求 数 项 级 数 的 和 ， Ai S5， 


将 'S, 化 为 易于 求 极限 的 表达 式 . 常用 方法 如 下 :一 
(1) 将 一 般 项 (或 通 项 ) wu 拆 成 两 项 差 :ww 二 wn 一 vn ,然后 写 出 前 n 
项 和 

三 其 芍 导 让) 二 区 确 天 动 ) 二 人 二 二 二 一 由 


从 而 求 得 极限 lim S, 一 lim(w 一 节 ) , 即 级 数 的 和 ， 
(2) 利用 几何 级 数 求 和 公式 求 和 . 
例 1 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 ,收敛 时 求 其 和 ， 
S 1 
DH 本 二 FF 
解 : 的 了 Un es 三 WN 十 ] —Vn’, 则 lim s， = lim( Vn+t1 1， 不 存在 , 故 级 数 
可 
和 2 V7 十 1 十 Vz 
EC 
Wn RT 


A 
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es Tr 拓 
De Er PE 


于 Ss et (rs 3 re 


a. 1 
| | 
Wun So Ss 本 2 pe Dp 
题 型 108 ”利用 级 数 剑 散 性 的 定义 及 性 质 , 判 断 级 数 的 敛 散 性 
思路 启迪 : (1) 判断 极限 lim SS， 是 否 存在 ( 当 lim Se 难以 判断 时 ， 也 可 判断 lim So 
与 lim Son 是 否 同时 存在 并 且 相 等 ， na i 则 lim S, 存在 ), 从 


而 确定 级 数 的 仇 散 性 . 
(2) 利用 已 知 级 数 的 久 散 性 和 级 数 的 性 质 ,来 庆 断 级 数 的 作 散 性 , 常 
， 见 题 型 为 单项 选择 题 , 大 致 有 两 类 


9 利用 无 穷 级 数 的 性 质 及 其 派生 的 结论 ， 者 Da da 必 钱 


则 如 |abils 如 (3 十 )， D3 | 各 | 均 收 敏 , 作 分 析 处 理 ;另外 , 举 
寺 饲 排除 法 也 是 很 重要 的 种 方法 

OO 任意 项 级 数 21a。 (on 可 正 ,可 入 ,可 0) 敏 散 性 的 判别 ,通常 
将 通 项 到 绝对 信 |a,| ,然后 利 关 不等式 淫 缩 法 
(3) 着 级 数 tw 收 伊 , 则 lim w 一 0; 若 jim w 天 0 或 不 存在 , 则 级 数 
发 说. 


例 2 判断 级 数 方 半生 十 让 十 寺 十 … 十 站 十 未 -十 … 的 敛 获 性 ,着 收 敛 , 则 求 其 和 . 
解 : ee 2n 项 和 与 前 2n 十 1 se 
Le 
So 一 十 本 十 芭 十 京 十 十 遍 十 京 
i 1 yl 1 


一 (去 十 亚 十 汪 遇 药片 (合十 束 二 机 和 


1 
Senn = Sh 二 +R 一 
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显然 , lim Su 一 lim Sn 一 也 ,所 以 lim S, = 也 , 故 原 级 数 收敛 , 且 其 和 为 也 . 


例 3 若 级 数 > 收敛 , 则 级 数 C ” ). 


(A) > |a,| 收敛 (B) (一 1)"a, 收敛 
(C) Paarm 收敛 (D) 3 和 收敛 


解 : 由 级 数 的 性 质 , 若 De 收敛 , 则 级 数 Dan 也 收敛 , 故 可 知 选 (D). 
例 4 下 列 各 选项 正确 的 是 ( 5 


(车 忆 各 均 收 敏 , 则 > (eu 十 z) 收 全 

(B) 车 忆 |wo,| 收 俩 , 风 沁 避 和 已 太 都 收 全 

(C) 若 正 项 级 数 也 w, 发 散 , 则 w 之 二 

(D) 车 级 数 时 收敛 , 旦 zw 之 wn 一 1,2,…) , 则 级 数 3 也 收敛 


解 : 因为 
(tw 十 4)? 一 奏 十 刘 十 2 和 过 下 十 姨 十 (下 十 磁 ) 三 2( 妇 十 能) 


所 以 ,车 立 刀 , 习 让 均 收 敏 , 则 Cu, 十)? 收敛 . 故 选 (A)， 
n=1 n=1 n=1 


例 5 设 常数 4 之 0, 且 半 忆 收敛 , 则 级 数 2 (一 07 一 (  )， 


Yn’ 十 和 A 
CA) 发 散 。 。“(B) 条 件 收 化 。 (C) 绝 对 收 化 。 “D) 敛 散 性 与 + 有 关 
le lel | ell at rn 
解 NE 


因为 站 上 和 志 都 收 伍 , 所 以 | w | 收 敏 , 故 选 (C) 
11.6 级 数 健 散 性 的 判别 


题 型 109 正 项 级 数 敛 散 性 的 判别 
思路 启迪 : 判 化 程序 如 下 ; 


(1) 车 limw 和夫 0 或 不 存在 ， 则 级 数 辐 es 
入 下 一 步 . 
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(2) 荫 据 通 项 志 的 特点 选择 适当 的 判别 法 . 
OD 车 通 项 uw 中 含有 n1 或 关于 的 车 于 因子 连 乘积 形式 , 则 用 ， 
比值 法 ( lim 二 p ， 当 p 过 上 时 ,级 数 2w 收 你 ; 当 P 盖 工时 ,级 


数 发 散 ). 
@ 车 通 项 wu 中 含有 以 nn 为 指数 的 因子 , 则 用 根 值 法 ( NE 味 


当 6<1 时 ,级 数 疡 w 收 全 当 p 之 1 时 ， 级 数 发 地 ) 但 是 当 ww 


中 本 全 有 以 汶 指 因子 ,双生 有 1 Lo1 :Go 时 ,到 
比值 法 ,而 不 用 根 值 法 判别 ; 
(3) 当 p 王 工时 , 即 当 比值 法 、 概 值 法 都 和 效 时 ， 可 用 正 项 的 上 
判别 法 或 其 极限 形式 来 判别 . ; 
用 比较 法 判别 敛 散 性 时 ,常用 下 列 不 等 式 : 
信人 (n 为 自然 数 ); 
@a 二 二 2ab (a 宇 0,6 宇 0); 
Dz>InQd 人 rz) (x S—1). 


例 6 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


i SY (a toa na £1) | 
CE CY 2 BE TI b>) 
(nt 
(3) 条 2 ?| (4) 了 了 (5) S) nn 
el n=} =] N13 
解 : (1) 因 为 
mr 上 ne 
lim 一 一 上 二 in Yn = 
(nt) 人 (十 元) 
所 以 Dw = >) 一 一 1 发 散 
人 


(2) 因 为 通 项 wu 中 含有 妈 i a 

lim za 一 lim (& 十 1) (2 十 1)…[(a 十 1)a 十 1] (5+1)(25+1). (w+1) 

a a (BHI) Cb HI Cnt)+1]. (a+i)(2at1). nat1) 
= {nm 


xs 《2 二 LEIT 6 
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所 以 当 各 二 1, 即 a 二 6 时 ,级 数 > ww 收 全 
当 全 之 1 , 即 a 之 5 时 ,级 数 Sa 发 散 ; 
中 一] 
当 名 一 1, 即 a 一 5 时 ,级 数 lim w 一 1 关 0 , 则 级 数 二 发 散 . 


故 当 a 二 5 时 ,级 数 2 收敛 ; 当 a 宇 6 时 ,级 数 > 发 散 . 
(3) 因 为 通 项 zw 中 全 有 阶 又 含有 以 为 指数 宕 的 因子 ， 则 用 比值 判别 法 ， 


dn | a 0 三世 
ee ty e <! 
ni 
放 级 数 了 uw, 收 全 
(4) 因为 通 项 妈 中 完 n 为 指数 寡 的 因子 ， ut 


5 
因为 w 一 一 上 = 之 直 7 ,而 了 二 收敛 , 故 原 级 数 收 人 


2 对 (全 1) 


(5) 因为 De 二 p 二 1, lim Yun 二 p 二 1 所 以 用 比较 判别 法 (极限 形式 ). 


当 力 之 生 时 , lim 与 # 一 0; 取 力 二 了 , 因 六 去 收 敏 ,所 以 站 也 2 收 伍 
mom3p n= fps "n=l 723 
注 : 正 项 级 数 > 'vw, 还 有 两 种 更 简单 的 判别 形式 ， 


(1) 车 当 n 一 品 时 ,us 一 v， ， 即 en , 则 2 三 0) 与 >wv(v, 宇 0) 有 相同 
9 n= 一 】 


的 敛 散 性 . 
(2) 若 p,q 分 别 为 通 项 的 分 母 、 分 子 关于 n 的 最 高 次 数 , 故 


@ 如 果 p 一 g 二 1 , 则 i 收敛 ; 
@ 如 果 p 一 gq 之 1 ' 则 也 发 散 . 


例 7 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 ;: 
(1) 了 (1 一 cos 至 ) (z 为 任意 实数 ); 。 (2) > sin ; 


228 考研 次 学 核心 题 型 [理工 类 ] 


(3)V2 十 V2 一 2 +N2—V2+Y2 Pe A VO! FE 


解 : (Dw = (1 一 cos 王 )~ 汪 ( 王 ) = 至. 点 (n> 00) 
(2) 央 一 4sin 和 至 一 如 * 亚 二 (村 ) 一 co) 
而  ( 亏 ) 发表, 故 如 各 sin 对 发 


(3) A 


2 1 4 
ADD 过 二 一 和 站 三 开 
2 一 2 2 一 2cos A 2(1 Cos 于 ) 2sin 3 


V2 二 V2 =A/2+200s 人 = 2(1+cos 至 ) 二 2cos 到 


SD 
/De /2 一 2eos = 2(L— tos) = 2sin 否 
N2 一 V2 十 V2 十 V2 十 … = 2 I 人 (n= 00) 


而 六 焉 收敛 ,所 以 原 级 数 收 化 
例 8 判断 下 列 级 数 的 全 散 性 : 


co eo mtl 
(1) mn (2) re 
2 (Var +n+l1—2) 和 2 CE 


3 3 a nVn 二 3n 一 1 
: (1) 力 一 3,g 三 三 考 一 5 一 与 二 1， 一 一 一 收 效 . 
Wa Rg rT 人 


2) 妨 一 7 十 2,g 一 7 十 1 | 5 一 散 
(2) p =n 二 2,g=7n 十 1,p 一 4 二 ' 故 2 (二 Ts 发 


是 型 10 交错 级 数 > (一 D)w (ww >0) 伍 区 性 的 判别 


思路 启迪 : (1) 首 先 考 卡 是 否 满足 莱 布 尼 艾 判 敛 准 则 
设 1(—1)" wus > 0) ,车 满 是 条 件 ; 


n=1 


Dw 宇 wi (tn 二 1,2,…") ， 即 zs 单 减 间 计 语 人 
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则 交错 级 数 2 (1)” ao 收 全 ,英和 之 志 ， 其 项 人 和 的 绝对 人 


lel 
(2) 或 者 将 拆 成 若干 项 ， 分 别 对 名 项 槐 成 的 交错 级 数 分 析 处 理 ， 


例 9 判别 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


所 In(1 十 nn) 
0 ee (2) 
六 lt i 
解 : (1) 由 妈 一 卫生 思 联 想到 函数 . /zx ) 一 卫生 十) ， 
因为 


本 1 


y= EE = 二 二 二 (十 x) 0 (3 过 取 足 够 大 的 正 数 时 》 


CT Ch 
所 以 f(z)= + 单调 减少 ,于 是 刀 之 us ;又 
linw 一 Ia- 


故 级 数 > (一 D? 也 人 一 22 收 伍 . 


(ch bs 1 1 1 1 
(2) = 天- 一 一 天 -一 十 一 一 一 一 一 十 
站 1 一 了 


= EP df ep < 市 

Q@ 当 ) 为 奇数 时 ， Un i i 所 以 

Un SR eh na Ll 

Wnt Vn—1 Vn 二 1 
Bw 之 zt， 

Lal 六 1 \ 

@ 当 n 为 偶数 时 , i re 
Ws _ MN DL=1 nn 


Wn Vn+1 FT Kh Vn 
即 z < wn . 
由 情况 @,@ 可 知 , 该 级 数 不 满 足 莱 布 尼 汞 判 全 准则 条 件 @@, 所 以 不 能 用 该 准则 判别 . 
下 面试 用 拆 分 法 : 


oc 


Gi 


CU 
= Wn Gr 


下 


n 


2 

本 % (Dv 
=] 
和 2 


__ TANrH = 
(= el Sn 
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SA (一 1 V72 十 1 SS (1 
因为 2 条 件 收 化 ,> 六 发 散 ,所 以 级 数 2 大 一 CT 发 散 . 


题 型 111 ”任意 项 级 数 剑 散 性 的 判别 
思路 启迪 : 判 敛 程序 如 下 : 


yw 为 任意 项 级 数 
n=l 
y 
7 在- n=1 


沁 1。 | 用 正 项 级 数 判 别 法 判别 | 监 钴 =| > yw, 绝对 政策 
发 散 
冯 w 用 类 布 尼 英 判 别 准则 或 lim So,lim Sam | 收 笋 > wo 条件 收 全 


散 


具体 如 下 : 


(1D 车 lim wu 天 0 或 不 存在 , 则 级 数 uw 发 散 ;车 lm 二 0; 则 进 
入 下 一 步 


(2) 首先 用 正 项 级 数 判 别 法 ,判别 > la 的 化 挫 性. 若 Dl 收 
纺 ; 则 > ws 收敛 , 且 为 绝对 收 化; 车 用 比值 法 或 根 值 法 判定 | au 
发 散 , 则 > 发 散 . 


C3) 着 用 比较 法 判定 > | ix | 发 若 , 则 级 数 > zw 的 效 散 性 需 进一步 
油 十 :上 本 
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,车 3 为 交错 级 数 , 且 满足 莱 布 尼 芯 判别 准则 的 条 件 , 则 
级 数 > 为 条 件 收 化 . 


四 车 Ba 不 是 交错 级 数 或 虽 为 交错 级 数 ， ee de 


n=1 


准则 的 条 件 , 则 
(|) 用 级 数 敛 散 性 定义 ,着 lim S， 存在 , 则 级 数 条 件 收 伍 . 


(iD 当 im S, 存在 性 难以 判断 时 ,常用 方法 是 判断 lim Su 与 
lim So 是 否 存在 且 相 等 . 若 lim Sa = lim So (为 有 限 常 数 ), 则 


六 ， 为 条 件 收 站 ;其 lin Su 和 lim Sin 两 者 之 一 不 存在 ,或 都 存在 
但 不 相等 , 则 1 Pn 发 散 . 
《jj 基 lim 5 ~ lim S 和 lim Sa 都 难以 判断 ， 则 可 利用 秦 
“ 鄙 公 式 或 级 数 的 性 质 判 断 了 tii 的 化 区 性 : 


例 10 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


Sl ee S11 
oy dz ; 2 
Sal rs C1)" 
(3) ee Ca 
2 sinCr n a 2 Ts 
ni] EE mtl 本 直 "时 a 
解 : 0 0<| < a (1) 


则 由 > 士 收 全 可 知 > (- 1) ”和 dz 绝对 收 全 


(2) 


二 二 ,对 参数 p 进行 讨论 ; 令 ww 二 十 , 则 
nn n 

Q@ 当 尺 一 0 时 ,lim w 一 oo , 故 原 级 数 发 散 ; 

@ 当 尹 一 0 时 ,lim 刀 三 1 故 原 级 数 也 发 散 ; 


@ 当 0 二 pp 过 1 时 ， G1 -和 十 发散 ,但 
n=l n=1 
= 1 1 一 i = 1 es 
Un nt 1 RS 2 ns lim Us lim 0 
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所 以 该 级 数 满足 莱 布 尼 世 判别 准则 的 条 件 , 故 原 级 数 为 条 件 收敛 ， 
图 当 ? 福 1 时 , | (1)" 吉 | 一 忆 示 收 伍 , 故 原 级 数 为 绝对 收 全 
(3) 因为 % 
u, = sin[L (x VE 二 a —na)t+ nx)|= (— "sin(rVR Fa —nn) 


= (—1)"sin i 
VR 二 ar 十 
所 以 原 级 数 是 交错 级 数 . 


当 ?-> co 时 ， 


na” TQ2 


ee 
— Na” ~ (— "ei 0 
2 0 |b i a Ee 
Or 0 ， > 
又 当即 充 分 大 时 rr Pb sh Ee 二 0 , 且 单 调 减 少 


lim Sin 一 -一 一 一 一 一 


Vn A 
故 由 莱 布 尼 茨 判别 准则 , 原 级 数 收敛 , 且 为 条 件 收敛 


| 1 ! 
Cp3 | 有 二 | 人数 , 故 诛 级 数 不 绝 对 收 全 


此 级 数 为 交错 级 数 , 但 不 满足 莱 布 尼 芯 判别 准则 中 单调 性 的 条 件 ; 可 用 和 敛 散 性 的 定义 或 泰 
勒 公式 及 级 数 的 性 质 来 判别 . 
方法 1 用 敛 散 性 的 定义 来 判别 . 


9 本 1 1 
su 一 ( 调 - 讽 片 (而 一 证 此 ts TR i 
上 式 括 号 中 各 项 均 小 于 零 , 故 单调 减少 . 


4 

a 

V2 2n 十 2 V2 

即 Sw 有 下 界 , 故 lim Ss 存在 ,不 妨 设 其 极限 值 为 5 , 即 lim So 一 S. 又 
。 a {c= ES 
| 

所 以 

lim Sznil 一 lim (sz + umn )= lim So + lim za 一 SS 十 0 三 $ 


故 lim S, 一 S ,所 以 原 级 数 收敛 , 目 为 条 件 收 丝 . 
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方法 2 利用 泰勒 公式 及 级 数 的 性 质 来 判别 
由 泰勒 公式 十 xz)* = 二 1 十 az 十 o(z) 得 


wx i 元 2 i 

ey ee [一 却 CY ro )] 

了 SP- (SY) 
而 2 条 件 收敛， 区 可 3 I “ o( 二， ) 绝对 收敛 , 故 原 级 数 条 件 
收敛 


题 型 112 ”有 关 数 项 级 数 敛 散 性 的 证 明 


思路 启迪 : 多 用 比较 判别 法 , 慎 用 正 项 级 数 的 比值 法 与 根 值 法 ， 
(1) 若 欲 证 明 的 级 数 没有 说 明 是 什么 级 数 , 则 一 般 将 其 化 为 正 项 级 
数 处 理 ; 
(2) 给 出 数列 {an) , 欲 证 明 其 收敛 ， 通常 用 全 散 性 的 定义 来 证 ; 
(3) 交错 级 数 ,用 莱 氏 准则 或 分 别 计算 oy A lim So , 若 lim Sx 


lim Su , 则 收 伊 ,否则 发 散 ， 


例 11 设 吕 由 收敛 , 试 证 明 级 数 站 加 


分 析 : 已 知 2 


“联系 起 来 ,很 容易 想到 不 等 


re 


证 : 因为 


Un 
n 


而 党 和 六 址 都 收 俩 , 故 由 比较 法 知 , > | 各 
nn 二 n=] n=] 
例 12 设 a, 关 0 (n== 1,2,*…) , 且 lim an 二 a 关 0 ,证 明 : 级 数 

> a 


1 | Qntl i 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 
证 : 因为 lim a 三 a 关 0 ,所 以 


<3(e+ 坟 = 间 赤 


= = lim|aan|= 0 关 0 
a, 
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根据 比较 判别 法 的 极限 形式 ,可 知 站 w 一 也 a 一 .| 与 好 一 忆 | -一目 | 同时 下 


1 
Qnr Ci 
敛 或 同时 发 散 . 
例 13 已 知 数列 {na,) 收敛 ,级 数 One 一 al) 也 收敛 ,证 明 : 级 数 2 收敛 . 


证 : 设 nCa, 一 a 1) 的 前 4 项 和 为 S, , 则 


1 一 2 

号 =2(0 —a) -HIna or na in 1 (aa — ai) 
= (Nn arn "=a = Caras" A) 
二 二 (到 斗 1)a23 一 


其 中 6 是 >a 的 前 ”项 和 ,于 是 wm 二 (n 十 Darn 一 a 一 S,. 
n=1 


因为 > wo, 一 a 1) 收敛 ,可 设 其 和 为 S , 即 in S, 一 Sj 汉 数 列 Nrai》 收 全 可 设 二 
A , 故 极限 lim o, 一 A 一 a1 一 S 存 在 , 即 级 数 > a, 收 僵 


例 14 访 a 二 ,0 = 去 (十 二) (wy 证明 。 


CD lim a, 存在 ， (2) 级 数 > ( -2 一 1) 收 生 


Qnmtl 


证 : (1) 显然 a, 宇 0 (n= 二 1,2,3,…) ,由 于 


ll TA 去 (十 过 /= 2 La 


CH = 二 (< 十 过)> [an es. Er j 
于 是 aii 一 寺 '0 , 故 数列 《ai ) 单调 减少 且 有 下 界 , 所 以 lim an 存在 . 
(2) 由 于 数列 {a,} 单调 减少 ,所 以 有 


Qa Cr 一 CrrHl 
0 二 2 = 一 一 吐 ,| 
CH CrHi 


而 正 项 级 数 > (4, 一 ai ) 的 前 也 项 部 分 和 


而 


S, = >) (ai 一 am) 一 CI 一 QH 
i=1 


又 极限 lim a 存在 ,所 以 ,极限 lim S, 存在 , 即 正 项 级 数 > (os 一 ar ) 收敛, 则 由 正 项 级 数 的 


比较 判别 法 得 级 数 > (22 一 1 ) 收 丝 ， 


人 riHl 


例 15 设 aw， 于 tanzzdz . 
o 


(1) 求 2 二 (au 十 ara) 的 值 ; 
n=] 
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(2) 试 证 :对 任意 的 常数 >>0, 级 数 > 乞 收敛. 
n=] 


解 : (1) 因为 
an 十 art 二 E (tam'z 二 tan™ xz)dz = 局 tan"zr 。 sec*xdz 
= | amzdtanz tanrz| ， eh 
0 十 1 0 7 十 1 
所 以 


专 1 1 
之 计生 3 n(nt1) 


n=1 


到 1 
3 2 Te 的 部 分 和 为 


St AL 
1 
因此 


cal 中 1 本 
2 站 二 or 一 之 mt ls. -1 


(2) 显然 w 二 0, 于 是 有 


au 二 w 十 an 三 二 


atl 
所 以 鲜 二 二 , 而 级 数 总 尖 收 级 (4 十 1 之 1), 直 比 较 判别 法 得 级 数 全 收 全 


题 型 113 给 出 函数 x) 的 菜 种 条 件 , 形 如 > 7(m) 的 级 数 的 伍 散 性 的 证 了 


思路 启迪 : 对 给 出 的 条 件 进行 充分 挖掘 ,然后 利用 定义 或 正 项 级 数 的 比较 判别 
法 进行 分 析 . 


例 16 设 f(z) 在 x = 0 的 菜 一 邻 域内 具有 二 阶 连 续 导数 , 且 lim 女 z) 一 0 ,证 明 级 数 


2 ) 绝对 收敛 


: 由 题 设 可 知 , 六 (x) 在 x 二 0 邻 域 内 连续 ,于 是 存在 一 正 实数 M 二 0 ,使 得 在 该 邻 域内 有 
a | 委 M. 


又 由 lim 人 27 = 0 可 得 C0) 三 lim f(z) 一 0 , 取 导 数 为 
ed 并 工 >0 
Oi es lim Kaa 
XI*0 工 一 0 0 I 


将 f(z) 在 x = 0 处 一 阶 泰 勒 展 开 , 可 得 : 
f(z)= Fo) 十 广 (0)z 十 大 全 于 三 三 得 过， 5 二 6 一 z 
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于 是 有 


因为 > 点 收 伍 , 故 站 (二 ) 绝对 收 化 
例 17 设 偶 函 数 f(z) 的 二 阶 导数 "(zx) 在 z 二 0 的 某 一 邻 域内 连续 ,上 且 /0) 一 1 ,证 明 
|f( 汪 ) 一 |] 绝对 收 全 . 


证 : 由 题 设 f(x)= f( 一 z) ;了 (zx)= 一 了 (~—x). 
令 工 = 二 0; 则 有 了 (0)= 二 AOD% 得 (0) 寺 0. 
又 了 (xz) 在 zx 二 0 邻 域内 连续 ,于 是 存在 一 正 实数 M 二 0 ,使 得 在 该 邻 域内 有 
IfF(z)|<M 


将 f(z) 在 x == 0 处 一 阶 泰勒 展开 ,可 得 
Pe EOWA EEO 送 i Ly, OE 
于 是 有 


nz 


[fC 1l<¥, 


A($)-1|<¥ 
因为 2 吉 收 伍 , 故 习 [/( 当 ) 一 1 绝对 收 人 
例 18 设 f(z) 在 [0, 十 oo) 连续 ,反常 积分 | Ptz)dz 收 伊 , 令 oo 二 f(z)dz， 证 明 


= yd 


名 == 汪 [fo9d] 过 让 |dz| 产 cpde ( 柯 西 不 等 式 ) 
FE [| fd fd 
又 反常 积分 | f(z)dz 收敛 ,所 以 有 
jm fx) dz = lim f(x)dr=M (CM 为 非 负 有 限 数 ) 


于 是 有 出 坟 好 , 则 有 公文 好 ,而 六 好 收 伊 , 故 六 径 收 伍 
如 n n=1 7 jialt 


题 型 114 ”利用 级 数 证 明 数 列 {a, } 极 限 的 存在 或 求解 某 些 特殊 极限 


思路 启 壳 ; 构 和 级 数 > ww， ,然后 利用 级 数 收 全 的 必要 条 件 on 收敛 = Jimau 一 0 
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解 : We 六 , 则 由 比值 法 有 


Wi Grushild js! 
zl le (7 二 1T” 天 
a Ms LY 1 ee Li = 
sm es 二 (1 十 才 下 到 站 < 
所 以 级 数 i 收敛 ， 则 由 级 数 收敛 的 必要 条 件 有 | 0 


故 TE 
例 20 设 z, 一 i ,证 明 lim z, 存在 . 
分 析 ; 直接 求 极限 或 用 单调 有 界 数 列 必 有 极限 的 定理 来 证 明 很 困难 ,将 zx 看 作 级 数 zx 十 


a 的 前 nn 项 和 zo 十 iE 于 是 要 证 明 lim zx, 存在 ,只 需 证 明 
k=] =1 下 


>) (gE 收敛 即 可 . 
4 一 1 


Se BORLA 
:人 = Us 人 
证 ; 令 Qn Tn Tl WR 2(/n— )= i 
5 a a a 


有 dp 
a 二 ) 收 化 , 故 Da -Do 一 xx) 收敛 ， 即 lim z, 存在 . 


11.7 “有 舌 级 数 
题 型 115“ 求 函数 项 级 数 的 收 伍 域 
思路 启迪 : 设 志 (Zz) ,1 二 1,2,… 为 定义 在 (4a,6) 内 的 函数 , 则 Du 称 为 定 
义 在 (a,6) 内 的 函数 项 级 数 设 zo € (a,b) ,函数 项 级 吉 Pm) 
收 化 (或 发 散 ), 则 工 一 zo 称 为 Du 的 收敛 点 (或 发 敬 点 ), 所 有 
收 剑 点 (或 发 表 占 ) 的 集合 , 称 为 uCz) 的 收 全 起 (或 发 散 城 本 


数 项 级 数 >) wu(z) 收 全 域 的 求法 如 下 : 
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@ 利用 根 值 法 lim YTw《z)T 一 o(z) 或 比值 法 


加 令 6Gz) 过 1 ,得 出 收敛 区 间 (c,d) 3 
图 令 z 二 5c 江 一 民 , 分 别 判别 Su), 2 wld) 的 敛 散 性 ,最 


后 得 出 收敛 域 . 
例 21 求 下 列 级 数 的 收敛 域 : 
Ss > a (oy 2 ye 元 全 有 二 和 
(3) > Te (4) wt Si) eh 
Te 


党 |e 得 (3z 一 1)? 过 (2z 十 1)* , 即 zz 一 2)<<0. 解 不 等 式 得 收敛 区 间 
CON DY. 


当 z 一 0 时 , 原 级 数 变 为 2 入 (一 1)" 一 忆 证, 发， 


当 z 一 2 时 , 原 级 数 变 为 > ,条 件 收 全 
故 原 函数 项 级 数 的 收敛 域 为 (0,2] . 


2 让 27 3 n 

C2) lm re 

de ef 8 
a 


| 一 lim 
Un Pp 


= 


Ee 


= lim 
-oO 


令 瑟 二 1 , 即 |z| 过 V3 , 解 不 等 式 得 收敛 区 间 为 (一 V3 ,3) . 


当 z 三 一 V3 时 , 原 级 数 变 为 > ee ;发 散 ; 
当 之 二 V3 时 , 原 级 数 变 为 3 rs 发 散 . 
ee (一 V3 ,V3) . 

Ll wi | =m 
(二 了 = | 拌和 


令 dd ,得 (1 一 zx)? 二 (十 xz)? , 即 z 守 0. 
解 不 等 式 得 收敛 区 间 为 (0, 十 ss) . 
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当 z 二 0 时 , 原 级 数 变 为 > 二 ,发表 


故 原 函 数 项 级 数 的 收敛 域 为 (0, 十 ce) . 
(4) 直接 套用 前 面 所 讲 的 方法 比较 困难 ,因此 利用 
22 n pb" ee 一 pr 
ne 机 瑟 全 5 
通过 寡 级 数 的 运算 性 质 求解 . 
Q@ 对 于 室 对 z" ,有 


| 四 


» a 
ln | == 
neo0 n 


=alz| 
令 alz| 二 1 ,得 |z| 二 士 ,于 是 得 收敛 区 间 为 (一 二 ,十 ) . 
令 z 一 一 二 , 原 级 数 变 为 部 全 (一 二 = 忆 己 -2 , 收 全 ， 
令 z 二 二 , 原 级 数 变 为 习 人 (二) = 时 地 ,发散 
所 以 收 全 域 为 [一 十 ,十 ). 
@ 对 于 > 各 zx" ,有 
sayse| = 


要 踢 sj< 天 | 可 坟 二 5 于是 得 收 和 区间 汶 (下 过 
出 


令 z 一 一目 , 原 级 数 变 为 习 允 (一 二) = 与 拉 , 收 钱 ， 
1 Ce sl 
令 工 二 上 为 王 双人 一 刀 冯 ' 收 人 
所 以 ,收敛 域 为 [一 去 ,去 ] 
@ 如 果 a 之 5 , 则 士 壹 ,于 是 
| 1 炎 
-| 
故 原 级 数 的 收敛 域 为 | 一 二, 过) 
@ 如 果 a 一 5 , 则 二 之 二 ,于 是 


故 原 级 数 的 收敛 域 为 | 一 去 ' 亏 ] . 
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题 型 116 “ 求 宕 级 数 的 收敛 域 或 收 剑 半生 ， 
思路 启迪 : 着 圭 级 数 》)a,(z 一 芭 )" 的 系数 满 中 


lim VTaT = 或 im le 一 p 


则 收敛 半径 为 
= 
eos od 
0， p= 二 十 oo 


然后 根据 |z 一 zo 过 RR ,得 出 收 诈 区 间 《zo 一 RR,zxo 十 R) ,再 确定 端 
点 的 敏 散 性 ,从 而 得 出 收 敏 域 . 

注意 : 若 宕 级 数 的 震 次 不 是 接 工 的 自然 数 顺序 依次 递增 的 ,比如 缺少 
工 的 末次 震 或 偶 次 蛙 或 其 他 项 ,这 时 只 能 用 比值 判别 法 ,由 


lim | Pi 人 | 


得 出 级 数 的 收 敏 区 辣 及 政敌 半生 再 计 论 备 级 并 在 请 点 处 的 康 散 性 ， 
mt 收敛 域 . 


例 22 求 下 列 短 级 数 的 收敛 域 和 收敛 半径 : 
GD > De ® Es, 


(3) > i ; (4 2 
所 以 收敛 半径 为 尺 = 1/p = 2 ,收敛 区 间 为 (一 2,2) . 
当 z 二 十 2 时 ,震级 数 变 为 [2 十 (一 1)"]( 二 1)" ,其 一 般 项 不 趋 于 零 ,发 散 . 
故 知 级 数 的 收敛 域 为 (一 2,2 ， 
| 
故 收 伍 半 径 为 尽 = 1 ,由 |z 一 3| 一 1 得 收敛 区 间 为 (2,4). 


当 z 一 2 时 , 原 级 数 变 为 > 全 >” ,绝对 收敛; 
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当 z 一 4 时, 原 级 数 变 为 > 十 , 收 全 


故 原 级 数 的 收敛 域 为 [2,4] . 
(3) 此 级 数 缺 少 z 的 偶 次 竹 项 ;直接 用 比值 判别 法 求 收敛 半径 . 


lim Se | = lim St | |= 2 


1 
令 2 <1, 即 lz|< 译 ,得 收敛 区 间 为 (一 Ss , 记 ) ' 收 化 半径 为 R Se 
= 二 计 渤 : LL 
于 二 三 直 时 ,级 数 变 为 > 二 人 房 】 人 V2 之， 7 ;发 散 ; 
1 2n—} 4 
= 寺内 ,级 数 变 为 21 二 2 ( 方 ) 2 


n=] 


为 (一 二 你 2 
(4) 此 级 数 人 缺少 xz 的 奇 次 宕 项 ,直接 用 比值 判别 法 求 收敛 半径 . 
J Uri (Xx) 三 ; De | (xr—a): | 


woo|_ UT) 


令 去 ( 广 一 a)* 过 1 , 解 得 收敛 区间 为 4 一 V2,a 十 V2) , 收 合 半径 为 R= . 


= 小 za) 


当 工 二 4a 土 3 时 , 原 级 数 均 变 为 > ln n ,发 散 

故 寡 级 数 的 收敛 域 为 (a 一 V2 ,a 十 V2). 
例 23 已 知 军 级 数 Dost2) 在 z 二 0 处 收 化 ;在 .x = 符 处 发 散 , 则 秘 级 数 
0, 《T= 3 的 收敛 域 为 ” 
分 析 ; 本 题 考 查 关 于 朝 级 数 收 伍 域 特征 的 阿 贝尔 定理 ,由 题 中 条 件 可 知 , 两 个 震级 数 形式 均 


为 > or ,于 是 两 个 震级 数 的 收敛 半径 及 在 边界 点 的 收敛 性 相同 ; 已 知 第 一 个 寡 级 数 收敛 区 
间 的 对 称 点 为 x = 一 2 ,再 结合 已 知 条 件 进行 推导 . 


解 : 因为 宕 级 数 > oa, (z 十 2)" 收敛 区 间 的 对 称 点 为 > 二 一 2 ,又 由 题 设 可 知 该 级 数 在 z 一 0 
处 收敛 ,在 一 一 4 处 发 散 , 即 级 数 > av2" 收 贫 ，> az(-- 2)" 发 散 , 从 而 震级 数 > avzr 的 下 


伍 域 为 (一 2,2] , 故 告 级 数 a, (z 一 3)" 的 收 伍 域 为 (一 2 十 3,2 十 3 * 即 (115 了 
注 : 本 题 中 两 个 守 级 数 的 收敛 域 只 是 在 数 轴 上 的 简单 平移 
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题 型 117 求 函 数 在 指定 点 的 堆 级 数 展开 式 


思路 启迪 : 方法 1 (直接 法 ) 给 让 
(1) 先 求 GO 了 GZ Cz)ow 9 再 玉山 耻 (x Cro), 


(Co ss 

(2) gp 

= fm) fm) (rm) CN ez a 
ee 一 0 , 则 

和 人， "= f+ OH PH t+ 

称 为 麦克 劳 林 级 数 . 


(3) 验证 lim Ri(z) = wi (eVect rt EO 
(4) 车 lim Rai(z) 一 0， 再 求 级 数 收敛 域 : 
方法 2 (间接 法 ) 利用 七 个 展开 式 ， 结 合 四 则 运算 、 复 合 运算 、 变 量 
车 换 、 逐 项 微分 、 逐 项 积分 而 达到 求 出 给 定 函 数 的 泰勒 展开 式 . 一 般 
用 间接 法 . 
例 24 “将 下 列 函 数 在 指定 点 展 成 宕 级 数 ， 
全 学 (的 二 5 在 一 区 处 ; 
(2) f(x) 二 In(z 十 Vi 十 有 蕊 ) 在 zx ==0 处 ; 


AC 在 三 1 处 ; 


1 
Z2 十 3 六 十 2 
(4) f(x)= (Ee) 性 电 稚 叶 站 


(5) f(z)= 2 a 在 工 三 一 1 处 . 


ns 1 
解 : Ge 二 32 ER 
和 


则 由 七 个 展开 式 中 的 第 (2) 式 可 令 = ( 竺 ) , 则 有 


f(z)== 冀 。 二 (可 过。 2 = Ce 
3 


而 由 = (所 ) l=z€ (—3,3). 


第 证 章 ”无 穷 级 数 


(2) f (2)= [ln(z+ WIFE = A 一 《LI 十 7 上 
立 


1 1 
一 考 ( 一 与 一 1 
则 了 (Zz) 二 由 如) 和 3 一 1 一 水 开 中 人 ) i 
1 L 
一 一 二 一 - 1 一 一 一 nn 十 1)5 
5 2 )"( 2 te 
ep 
i 
1 
n=1] 
于 是 
fo- Tf wt Sm 
n=] nn 
Te = “ 2 和 yo 
加 1) Pr 9 < 45T) 
(3) 因 函 数 
f(x) 本 四 
区 3 年 世 2 1 均 2 
Wins Ei 1 
工 十 1 2 二 (zDD) 2 3 
1 | 
zDD (本 = ) 
= To— 1 Ses < 之 ll 过 zxz<3 
n=0 
ee 1 = 1 
z+2 3+(z—1l) 3 二 二 
1 
ES 
=“ 1D)"( ) 
Cn 
-DT lL<1>—-2<zr<4 
n=0 
"pr 人 十 2 = 人 ZE (一 1,3) . 
= 一 朱 
6 全 二 


因为 


一 1 十 (z 一 D) 十 而 (z 一 1 十 … 十 证 (z 一 D" 十 ， 
. 712 
所 以 
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ee ea 
Cet, i 


=e 且 十 间 (一旦 二 Gz 一 DT 
于 是 


ja 一 是 (人 有 = 引 直 十 二 


= -> DD ， XE (eo, 十 ce) 


一 二 Lean: 
/0- 坟 Br 


A (—1)"™ era eu 
2 pp ) 一 :2sin 


= 2sin 术 [(z 十 1) 一 菇 


一 2sin 开 入 cos 二 一 2cos 于 于 lsin 亏 
下 (一 1)7 | 是 < (一半 尖 工 十 1 2n 
Tpoos > di} 2 ) 2sin 3 2 (a 
其 中 zE (一 ceo, 十 ce) ， 
1 二 + zx? 
t 9 0 
例 25 jew =| arctan ZK, 避 尖 ; 
1 二 0 
(1) 将 f(z) 展开 成 z 的 过 级 数 ; (3 07. 
解 : (1) 因为 
(arctan xz) 一 一 -一 一 >) (一 1)rzm， 一 1 一 xz 到 1 
本 n=0 
arctanz 一 站 全 和 < 
所 以 
1+z en (一 1D)” sa 
二 arctan 工 一 之 pr + mix 
oe C= 1)" 2, Cs 
三 上 二 这 区 本 sp a 
-1+ 2 和 一 1 寺 x 志 1,z 关 0 
又 
二 (= 2n 二 = 
[1 
于 十 


Hz =11 De", 1l<zr<l 
n=1 


4n 
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(2) 令 工 = Ver 25 一 过 ,因此 


六 三 风 4 2 


(3) 因为 
fz) = I+ > FO, er 
又 根据 函数 的 震级 数 展开 式 的 唯一 性 ,所 以 有 
i FO 2 二 二 2 "1Kz<I 
即 z 的 同 次 宕 的 系数 相等 ,于 是 
Jet 00) =0, Jo (0) 一 2 人 也 ee 


题 型 118 无 穷 级 数 求 和 

思路 启迪 : 1. 竹 级 数 求 和 函数 的 方法 | 
方法 1 利用 逐 项 微分 、 积 分 , 解 题 步骤 如 下 : 
(1) 求 出 竹 级 数 的 收敛 域 . 2 
(2) 利用 逐 项 微分 、 积 分 将 通 项 中 除了 以 如 为 指数 寺 :20，30 及 阶 
乘 nl ,，(2n)! , (2n 十 1)! 之 外 的 与 如 相关 的 系数 全 部 去 掉 , 使 其 成 
为 七 个 展开 式 中 通 项 的 一 种 形式 (注意 , 若 要 去 掉 的 因子 在 分 子 上 ， 
则 通过 逐 项 积分 法 ;车 要 去 掉 的 因子 在 分 母 上 ; 则 通过 逐 项 微分 法 )， 
然后 写 出 对 应 的 和 函数 . 
(3) 做 与 步骤 (2) 相 反 的 分 析 运 算 ， 便 得 原 备 级 数 的 和 函数 
方法 2 ”利用 微分 方程 及 畔 次 法 求 和 函数 , 解 题 程序 如 下 : 
(1) 设 级 数 的 和 函数 为 s(x) ,对 其 求 导 ; 观 察 5(x) 与 (zx) 或 s(x) 
的 关系 ; 
(2) 求解 关于 s(x) 的 微分 方程 . 
方法 3 利用 比较 法 . 
2. 数 项 级 数 求 和 
方法 1 利用 级 数 收敛 性 的 定义 ,步骤 如 下 : 
(Dw 一 won 一 3(2) 求 S, 3(3) 求 lim S，. 


方法 2 利用 阿 贝 尔 定理 构造 里 级 数 法 : 
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(1) Ss 构造 短 级 数 > 之 和 函数 f(z) ; 


n=1 


(2) 3 = laf(z). 
n=1 过 >] 


例 26” 求 寡 级 数 (2n 十 1)x" 的 收敛 域 , 并 求 其 和 函数 . 
解 : (1) 收敛 半径 R= 


发 散 , 所 以 收敛 域 为 eo te , 
(2) 为 求 和 函数 , 先 积 分 ,转化 成 等 比 级 数 , 再 求 和 ,最 后 再 求 导 . 


S(z) = > (22 十 1)z 一 2z>》)7izol Dr 
n=] n=0 


n=0 


=lim 名 二 一， 当 工 一 士 1 时 ,由 于 一 般 项 不 趋 于 零 , 级 数 


nl 2 A wh 
en dS 5 


例 27 3 w+”! 的 和 函数 ， 


; | 
| 


$1 <1 二 |z| 过 2 ,可 得 收敛 区 间 为 (一 2,2) , 故 


令 z 一 一 2 , 原 级 数 为 2 《17 , 收 生 ; 


今 工 二 2 , 原 级 数 为 习 寺 发散 ， 
由 此 可 知 ， 该 员 妆 的 收 才 二 为 [一 2,2) . 


a 交 记 2 一 二 


=1 rs 2 


pr 
co 


DT BE) 


17 一] 


1 
i ee = dn 2 7 ln(c2e 
i pe he ERRRD 


x 


be 


因为 z= 二 0E€ [一 2,2) ,f(z) 在 x = 0 处 连续 ,所 以 
f(0)= lim f(z)= lim D2 = limy 
故 其 和 函数 为 


| 
SO 


0 zE€ [—2,0)U (0,2) 


f(z)= 


2 工 一 0 
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例 28 求 等 级 数 > 《229 十 上 的 和 函数 . 
解 : 设 S(z) 一 > 《加 十 上 ,两边 积分 ,得 
| swar= 2 ‘22+ Deg 一 zDD 


n=0 


两 边 求 导 , 得 
S(z) = 和 2a + De = a, Ec00t es) 
n=0 . 


例 29 判定 级 数 了 In 世 是 否 收 全 ,车 收 佑 , 求 其 和 | 


解 : 因为 

于 (一 1 一 了 和 三 [ln 一 了 一 了 二 [nz 十 1 一 了 2 
所 以 

,二 了 当 寥 一 (nl 一 In 2) 十 ln(xn 十 1) 一 Inn (只 剩 首 尾 项 ) 

t=2 
a 
n 

故 limS, = lim(In ®t —In2)=—In2 


即 原 级 数 收敛 ,是 其 和 为 一 In 2. 
例 30 求 级 数 > C2 一 # 十 D 的 和 | 


oo 


解 : (一 1)"。 nt ch nn 一 D( 一 去 ) + 沁 ( 一 去 ) 


n=0 n=2 n=0 


对 2 z = 了 二 连续 求 导 两 次 ,得 


Sn 1 (T=) = oe 


n=2 Lm 
> 2 
Dnn— De — ss XE (~—1,1) =>Dn(n—D(- 去 ) = 闸 
n=2 n=2 
CD". wnt) 2_22 
故 > = 议 + 3 21 


注 : Ta 
代数 和 . 


例 31 (1) 验证 函数 y(z) 二 1 十 引 1 十 条 i 十 新 T+ ‘+it (一 ce 二 工 二 十 ce) 满足 
微分 方程 多 十 y 十 > 一 
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(2) 利用 (1) 的 结果 求 短 级 数 > i < 的 和 函数 ， 


解 : (1) 易 得 震级 数 > -于 ”| 的 收敛 区 间 为 (二 co; 十 2) ,由 乱 级 数 的 逐 项 求 导 性 质 ; 得 


y (2) rt 


3ni 一 2 


Vt [十 厅 十 a 


十 …， 
于 是 
2 3 
y 卡 y 十 了 十 直 赤 2 直 天 二 天 中 让 区 


Sy 
满足 初始 条 件 y(0) 二 1,y (0) = 0 的 解 ， 
方程 十 十 yy 二 7 对 应 的 齐 次 方程 y 十 y 填 y 二 0 的 特征 方程 为 
站 二 十 1 三 人 0 


7 
3m51 的 和 函数 即 为 方程 


求 得 特征 根 为 .2 一 一 十 土 i， 


可 设 方程 十 y 十 y 一 e 的 特 解 为 y* 二 Aer ,代入 方程 得 人 A 一 去 , 即 y* 一 言 e* .所 以 
方程 的 通 解 为 


y= (Geos 7+Csin B+ ie 


代入 初始 条 件 y(0) = 1,y (0) 二 0, 得 CG = ,CG = 


所 以 , 智 级 数 了 [六 T 的 和 画 数 为 


y— Zefcosrtie, oo < 
例 32 EA a 
并 SC—D"(nt DD 
的 Ta (2) 之 nl 


解 : (1) 收敛 域 为 (一 ce ,十 ce) , 设 其 和 函数 为 s(x) . i = a = 类 似 . 因此 


两 边 对 工 求 导 得 


两 边 同 乘 以 工 得 
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六 二 二 XE 
两 边 对 z 求 导 得 


两 边 同 乘 以 工 得 
"= 一 工 ( 工 十 1)er 
I 
(2) 收敛 域 为 (一 ce ,十 ce) , 设 其 和 函数 为 s(x) , 则 
(sd ml) 
s(ZX)= > St Se 
在 (一 co; 十 ce) 内 连续 ,与 七 个 展开 式 比 较 , 它 类 似 于 
ba C= 1 
Si = > con 


n=0 


bo 


< < eb 
sinz=z+ 2 conf 完 2 ont” 


于 是 


CD)" rr De 
2 Can Fa TX—sinz 


(1) i 
2 
上 式 两 边 对 工 求 导 ,得 


2 一 1)” Ca 十 工 ) zn ZCOS ZX— Sin zr 


pr EE 
(T(z El 2 Si oC08 2 
s(ZX)= 区 (2 十 3)1 i 


因为 s(x) 在 z = 二 0 人 处 连续 ,所 以 


iD ZO0S ES lim cos 工 一 cos 并 十 TSin Zz 
z=0 67Z2 


5(0)= lim s(z)= lim Ss 于 
I*0 I*0 


Sin 工 一 工 COS 工 
-一 一 一 ,和 关 0 


273 
故 sz) 一 ] 1 了 


6° : 
注 : 一 般 对 数 项 级 数 求 和 , 先 判断 级 数 的 剑 散 性 ,然后 构造 一 个 对 应 的 震级 数 求 其 和 函数 
s(x) ,再 求 极 限 . 


立 一 0 
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11.8 倩 里 时 级 数 


题 型 119 将 函数 展开 成 傅 里 时 级 数 
思路 启迪 : 将 f(x) 展 成 传 里 叶 级 数 的 程序 如 下 : 


(1) 画 出 f(z) 的 图 形 并 验证 是 否 满足 儿 利 充电 收 线条 件 (画图 目的 : 验 


证 狄 氏 条 件 , 若 收敛 , 则 由 图 容易 准确 写 出 收敛 域 ， 易于 看 出 奇偶 性 ); 
(2) 求 出 传 氏 系数 ; 
(3) 写 出 伟 氏 级 数 , 并 标 出 它 在 何 处 收敛 于 f(x). 


注 :(1) 设 f(z) 是 以 2 为 周期 的 函数 , 且 在 [一 lL] 或 [0,21] 上 可 


积 , 则 信里 时 系数 为 
,= 了 | Crz)eoszmzdz 一 了 | f(x)cos 2 to 人 0 


b, 5 了 | fz)sin Trdr (n= 1,2,°") 
以 f(z) 的 侍 里 叶 系 数 为 系数 的 三 角 级 数 
Bas+ D> (oncos D7 + b, sin | 


称 为 (zx) 的 传 里 叶 级 数 . 

(2) 犹 利克 雷 收 化 准则 : 
设 f(z) 在 [二 4] 土 满 足 条 件 : 
Q@ 除 有 限 个 第 一 类 间断 点 外 都 是 连续 的 ; 
@ 只 有 有 限 不 极 值 点 ， 

则 的 传 里 叶 级 数 在 [一 心 7 上 由 部 


, $a SE 2 (ancos 丈 a sin Siz) 


TN 工 是 f(z) 的 连续 点 
_ 3[f(zo 一 0) 十 了 (zs 十 0)]，zo 是 f(x) 的 第 一 类 间断 点 


$f CL 0+ f+0)], z = 土 7 


例 33 将 下 列 函数 展 成 健 里 叶 级 数 : 
(1) f(z)= |sinz|,—r<rn; 


= 


Re ee ,并 利用 结果 求 3 


DO ee 


第 11 章 * 无 穷 级 数 251 


解 : (1) 如 图 11 一 1 所 示 , 可 知 f(z)== |sin zx| 在 [一 x,x] 上 处 处 连续 ,上 且 只 有 三 个 极 值 
点 ,所 以 满足 狄 氏 条 件 , 因为 第 二 周期 的 端点 与 第 二 周期 的 端点 重合 , 所 以 收敛 域 
为 [一 me] . 

因为 f(z) 为 偶 函 数 ,所 以 二 0 (n= 


= 二 | sin zdz = 之 (—cos z)|" 一 一 


py 
训 
工 
at = ,2 sin zcos zdz 一 1 |: = 0 
No 元 -又 0 
= 二 | sin Zcos nzdzx 
区 Jo 


= 工 | [sincn 十 1)z+T sin(l—n)z Jdz 


a Tn cos(l1 一 2 |]|， 
开 


天 局 下 下 天 0 
ee 和 二 
= 一 过 一 [cpm -= We 
元 到 一 1) ra n= 2k i 
故 |sinz| 一 之 一 < Ws 一 和 


(2) 如 图 11-2 所 示 , 可 知 f(z) 在 [一 x;xj] 上 处 处 连续 ,无 极 值 点 ,所 以 满足 狄 氏 条 件 ， 
因为 第 一 周期 的 端点 与 第 二 周期 的 端点 不 重合 ,所 以 收敛 域 为 (一 ryr) . 


p=|sin x| 


图 11-1 图 11-2 


x 0 
RE 二 | fr)oos nzdz = 二 | eos nzdz = le 和 
n 二 0 无 意义 ,所 以 a6 要 单独 求 . 
a kb 过半: A 
=+| f(z)dz = | zdr = 
芝 三 二 | flz)sin nzdz = 工 | xsin nzdz 一 CD (n= 233°") 
Tu Tr EE: 


oo 和 ntl 
fe = D’ os nz {= 2 sin nr |， 一 < 


=1 
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令 二 0 70) 二 于 二 六 区 过 0 , 国 ee 


l= . 2 人 
又 De a a 


2 
= 
故 > i 


n=0 


例 34 将 f(z)=2 十 |z|, 一 1 过 x 过 1, 展开 成 以 2 为 周期 的 伟 里 叶 级 数 ,并 求 级 数 >' 上 


n 
的 和 . 
解 : 如 图 11- 3 所 示 , 可 知 f(z) 在 [一 1,1] 上 处 处 连续 ,无 极 值 点 ,所 以 满足 狄 氏 条 件 , 因 为 
第 一 周期 的 端点 与 第 二 周期 的 端点 不 重合 ;所 以 收敛 域 为 (一 1,1) . 
而 f(z) 中 的 2 本身 己 是 周期 为 2 的 傅 氏 级 数 了 ,只 需 将 |z| 展 成 傅 氏 级 数 即 可 ,因为 
|z| 为 偶 函 数 , 故 


mm 一 中 =dz=1 


n=1 


b, =0 (n=,2,°), 
1 

ar 一 za| ZCOs(nnr)dzr 
0 


Cos nzx— 1) “(Re 1,2,°") 


和 尝 远 SS es 纪 
[|z| 2 下 之 Co7 1 san 1)xz 
> 1 本 : 
故 f(z) 7 元 之 Con Te 1 ee 


了 于 = 二 1 3 


TO (2 二 1 8 
又 nil Pa te 
故 站 = 和 > a 
例 35 将 /cz 一 人 2 二 二 4 展 成 以 8 为 周期 的 傅 里 叶 级 数 


解 : 如 图 11 -4 所 示 , 作 奇 开拓 


g(r)= | 
则 an’= 0 (n=0,1,2,°") 


=2| in 2 
b, = 了 ,8 (ZT)sIn 4 
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E [| sin zdz+| (4—z)sin ear | 


: . 2 
于 是 由 狄 利克 雷 收敛 定理 ,在 [一 4,4] 上 有 


EX) 一 2 (去 ) sm 至 si 全 


7 一 1 : 


故 在 [0,4] 上 ,有 
f(z)= EC 一 (二 ] sin 双 sin "至 


a 2 


例 36 将 函数 f(z) 三 1 一 习 , 0 过 x 二 ,展开 成 余弦 
级 数 ,并 求 级 数 了 地 一 的 和 | 


解 ; 对 f(x) 二 1 一 xz? 进行 偶 开拓 ,如 图 11 一 5 所 示 . 
因为 f(z) 二 1 一 zz 是 偶 函 数 ; 所 以 6 二 0.. 


二 =2| -zdr = 2(1 一 于 ) 


mw 一 二 | 0 —z)eos nedz 图 11-5 
。 (一 1 
= 全 所 二 一 Ch = dy 
所 以 
f(z)=1—z2 = 二 Dancos nr 
n=1 
0 
oe 全 一 Cb COS 7 


n=1 


令 罗 三 05 代入 上 式 * 可 求 得 3 二 ~ TF 车 
7 一 1 


第 12 章 * 曲线 积分 与 曲面 积分 


12.1 -曲线 积分 


1. 对 弧 长 的 曲线 积分 
形式 ， | 7cepdz 或 | 7 到 
物理 意义 : 表示 线 密度 为 wxw 一 jz,y) 或 /一 Fzyy 5) 的 曲线 五 的 质量 M;, 即 

M= | fCz,wd 或 -= | Feed 
性 质 : (1) 与 路 径 方向 无 关 , 即 
| fy Dd on | czyad 
(2) 对 路 径 具 有 可 加 性 , 即 
[fu= |， jd 十 | fart 曙 二 | fa et SV {hE A ee 届 肌 

2. 对 华 标的 曲线 积分 

形式 | ，Pcz,y)dz Gera 或 | Plz,y,2) dz + Q(z ys dy + RCz,y, de 


物理 意义 : 表示 质点 在 力 F 二 {P,Q,R} 作 用 下 沿 曲线 工 从 A 点 移动 到 B 点; 外力 所 做 的 功 
W, 即 


W =| ,PCz,y,2dr+ Q(z,ys dy + Rr,y, 2)de 
性 质 : 1) 与 路 径 方 向 有 关 , 即 
全 证 下 = 一 | Pdz 十 Qdy 十 Rdz 
L(AB) L(BA) 
(2) 对 路 径 具 有 可 加 性 , 即 
| Ad 十 | 7 十 十 | fa L=L UL UUL LNL = ,i#ji 
EL 五 I 
3. 两 种 曲线 积分 的 关系 
| Pdz+Qdy+Rdz=| (P 守 +Q 末 +R 等 )d 


L 


一 风 CPcos gc 十 Qcos B+ Reos Ydl 
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其 中 cos avcos p,cos 7 表示 曲线 L 上 一 点 M(z;y;z) 处 的 沿 有 曲线 上 方向 的 切线 的 方向 余弦 
4. 基本 定理 
定理 1( 格 林 公式 ) 设 P(z,y) ,Q(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 具有 一 阶 连 绕 的 偏 导数 , 则 
b Pz,ydz+ QC ydy ll 2 
其 中 无为 闭 区 域 万 的 边界 线 ,其 方向 取 正 方向 . 
正 向 定义 : 人 沿 着 边界 行走 ,区 域 DD 始终 在 人 的 左边 ,人 走 的 方向 即 为 正 向 |. 
定理 2 设 PCz,y),Q(z,y) 在 有 界 闭 区 域 万 上 连续 ,曲线 积分 | PCz,y)dz 十 Q(z,y)dy 与 
路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 : 
中 Pl(zsy)dz+ Q(z dy 一 0 
其 路 "为 闭 区 域 D 中 任 一 光滑 简单 闭 曲线 
定理 3 设 P(z,y),Q(z,») 在 单 连通 域 D 上 具有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 则 曲线 积分 | P(z， 


y)dz 十 Q(z,y)dy 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 


aP _aQ 
ax 


单 连通 域 : (1) 不 包括 域 DD 的 边界 证 的 任何 点 ;3 
(2) D 内 没有 任何 点 和 洞 不 属于 DD. 
或 马 中 的 一 条 闭 曲 线 , 收 缩 为 一 点 后 仍 属于 DD. 
定理 4 设 P(z,y;z),Q(z,y,z),R(z,y,z) 在 单 连 通 空间 域 Q 上 具有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 则 


曲线 积分 | Pcz,y,adz 十 Qczyyz)dy 十 RCzyywz)dz 与 路 径 无 关 的 充分 必要 条 件 是 
PR a od ‘3p .aR 


ay az dy gz J 97 
定理 5( 重 点 ) 设 P(z,y),Q(z,y) 在 有 界 闭 区 域 DD 上 具有 一 阶 连续 的 偏 导 数 ， 下 全 有 2 


了, , 工 ; 为 卫 中 任意 两 条 同 向 的 闭 曲 线 , 是 它们 各 自 所 围 成 的 域 中 含有 相同 的 不 属于 总 的 
点 , 则 
中 人 = 中 Plz,wdr+ Qsy)dy 


12.2 曲面 积分 


1， 对 面积 的 曲面 积分 | 7(z,yzjds 


物理 意义 : 表示 面 密度 为 二 f(z;y,z) 的 曲面 的 质量 M, 即 M= | resyads 
> 
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性 质 ; (1) 与 曲面 的 侧 无 关 , 即 | 二 ,于 为 的 反 侧 ; 
z = 
(2) 对 曲面 具有 可 加 性 , 即 
=|+|+:t ls=3 UYU Us, NS = izji 
习 了 2 EB 


2 


2. 对 华 标 的 曲面 积分 ||P (x,y,z)dydz 十 Q(x,y,z)dzdx 二 R(x,ysz)dxdy 
五 


物理 意义 : 表示 流速 v 二 {P,Q,R}) 的 流体 在 稳定 流动 中 从 曲面 的 一 侧 流出 的 流量 $8, 即 .， 
$ =||P(z,y,) dydz + Q(z yz) dedr + RCz,y,2)drdy 
性 质 : (1) 与 曲面 的 侧 有 关 , 即 | = 一 上 |, 王 为 驴 的 反例 ; 
z 5 
(2) 对 曲面 具有 可 加 性 , 即 
T=J+f+…+ ,5=5 UUS, NS =, i#j 
> 所 了 允 飞 
3. 两 种 曲面 积分 的 关系 


[PCsy,2dydz + Q(z, ys 2) drdet Rr ys) dedy 
2 


=|| [Pz,»,» | 合同 GZ) dzdz 
五 


dzdy | 
十 及 (区 ?oz Jas 


ds 
=|| [Plz,y,2)cos ac 十 QGzyyyz)cos B 十 RRCzyyyz)cos yds 
呈 


其 中 cos aycos B,cos y 表示 曲面 了 上 一 点 M(Czyyyz) 处 法 线 方向 的 方向 余弦 . 
4. 基本 定理 
定理 1( 高 斯 定理 ) 
设 P(rz,y;z) ,Q(z,y;z),R(z,y,z) 在 闭 曲 面 所 围 成 的 空间 域 Q 中 具有 一 阶 连续 的 偏 
导 , 则 , 


aP 


(hpdydz+ Qdzdr + Rdzdy 有 引 ( 芝 
2 n 


aQ ,ok 
RE 3 )dzdydz 


其 中 卫 取 外 侧 . 
定理 2( 斯 托 克 斯 公式 ) 
设 P(r,y,z) ,Q(z,y,z),R(z;y, 区 在 曲面 3 所 围 成 的 空间 域 4 中 具有 一 阶 连续 的 偏 导 ， 
工 为 曲面 3 的 边界 线 , 则 
dydz dzdz dzdy ; |cos a eospB cosy 


+ 
$ Pdrt+Qdy t+Ree—)| az ay az -J 9z 9y 9 之 


三 
到 Q R PB Q R 
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L 的 正 疝 与 曲面 3 的 侧 满足 右手 系 . 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
12.3 ”曲线 积分 题 型 


题 型 120 ”对 弧 长 曲线 积分 的 计算 


思路 启迪 : 特殊 法 ”利用 路 径 工 的 对 称 性 、 轮 换 对 称 性 和 被 积 函数 (zy)， 
zy 四 的 奇偶 性 以 及 路 径 表 达 式 可 直接 代入 被 积 式 中 的 特点 简 
化 运算 
一 般 法 ”化 为 路 径 参 数 的 定 积分 计算 ; 解 题 程序 为 
@ 画 出 路 径 工 的 草图 ; 
@ 写 出 各 路 径 段 的 参数 式 
A mip d= Va dt 
y= Y(t) 


SI= fz, 00)] VT yr dz, 
i a 
空间 曲线 积分 | f(z,y,z) 虹 的 计算 类 似 


例 1 求 下 列 积分 : 
(1) by (xz? 十 yy)dl, 其 中 L: x 十 y= 二 a7. 
(2) | Gz 十 4y 十 2zy) 纪 ,其 中 :三 十 竺 二 1, 周 长 为 a 


ey ho pt 


(3) 设 工 : 
疫 ee 0 


,计算 ; DO | zdis @ | (zy + 十 z)d 
解 : (D | (z+y)d =| xd 十 | yd 

由 工 的 轮换 对 称 性 ,有 | ,zzdl 一 | ,yd 

又 关于 轴 对 称 , 且 f(z,y) 一 y 关于 y 为 奇 函 数 ,所 以 | ydl = 0, 故 


2 3 上 二 2 -如 二 和 Ng 
| ce 二 yy)di 一 3| Cz 十 yy)dl = 二 s| a 7 2ra = ra 


(2) | a (3z’ + 4y:)dl +| 2zyd. 
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L 关 于 xz 轴 对 称 ,上 且 f(x,y) 一 z 关于 y 为 奇 函数 ,所 以 | 2zy 遇 二 0, 蕉 


el (3 开赴 4 有 )d 一 12 ( 扫 (于 十 号 ) 业 二 下 dz = 12a 


(3) 由 题 可 知 ;LL 为 以 原点 为 圆心 ,半径 为 a 的 圆 . 
Q@ 由 轮换 对 称 性 ,有 


| zzd: =- | ya = | zdl 


一 村 | (+ += | dr re 


I 


@1I =| (wy FF)d 


时 二 | [rt yt 2) 三 (2 二 闻 十 三 


和 3| 一 三 一 | dl =— xa’ 
例 2 求 下 列 积分 . 
(GD 计算 [三 | (zx 十 We dt, 其 中 是 圆 弧 7 


8(- 去 , 卫 ) 
= 和 全 
的 边界 ; 


(2) 计算 T= Pe dil, 其 中 工 是 圆 弧 x? 十 


二 (a 记 0),y 二 与 x 轴 在 第 一 象限 所 围 成 的 图 
形 的 边界 . 


解 : (1) 如 图 12- 1 所 示 , I = 四 区 +|5: 


图 12-1 


i 闫 ， 
OA: y= 72x,0zSE, d=V2dz, 保 | 到 到 a 


Tl 0, x pI, dl— /FTTFYT dad0, 
书 = [Taleos G+ sin De” » adg = V2arer. 
BO:y =—z, 一 入 <+<0,d=V2dz, 9 et .V3dz = 二 0, 故 
1= 归 [a 十 2a?)e” 一 1] 
(2) 如 图 12-2 所 示 ,I 一 | + +| 


I dx, | = |eaz=e—1. 
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-一 、 一 [2 
入 Ws I rp 


BO:y= zr Esdl=V/2dz, | = “V2dz 


V2 
二 一 1, 故 


1 = 2(e -We 


题 型 121 平面 坐标 中 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 


思路 启迪 : 平面 坐标 中 对 坐标 的 曲线 积分 了 一 | PCz,y)dz 十 QCzvy)dy 的 计算 


方法 1 ”化 为 路 径 参 数 的 定 积分 计算 , 解 题 程序 为 : 
(1) 画 出 路 径 荆 草图 ; 
(2) 写 出 各 路 径 段 的 参数 式 ， 


二 et ,1 二 ai 起 点 参数 值 ,1 二 B 终点 参数 值 
y= Y(t) | 


GjI= 也 下 [BC (enya Cy tO CY yy Ee Te, 
方法 2 利用 格林 公式 , 解 题 程序 为 : 


(1) 求 对 ,9, 验 证 与 39 是 否 相等 ， 


(2) 着 35 一 32 , 则 根据 工 的 具体 情况 ;有 以 下 结论 ; 

四 工 为 闭 , 则 I 二 03 

@ 工 为 非 周 , 则 TI= 中 .一 | . = .， 

@ 因 积 分 与 路 径 无 关 , 设 工 : 起 点 A(zo436), 终 点 BCzsy), 则 
| .Paz+aouy=| Pdz+Qdy 一 Er,yo)dz 二 | Oe 


L(xoyo) 


(3) 着 55 13 存在 ;但 3 关 3 此 时 要 画 出 路 径 天 的 草图 ， 


@D 工 为 闭 , 则 J -Wanin 是 工 所 围 闭 区 域 1 


@ 工 为 非 闭 , 则 TI= 中 .下 . 1 3 jardy—|.. 
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例 3 求 下 列 积分 . 
D1] 一 D+ 放电 中 ,其 中 是 由 线 生 十 > = 和 A) Win. 
2) 的 一 段 弧 ; 
COM = | 2zydzt Cz 十 dy, 其 中 三 是 A(1,0) 到 BC2;4) 的 直线 段 
解 : (1) 将 4z 十 y= 二 4 代入 被 积 式 中 ,得 
I= | (zy —Ddrt rydy 


L:z 一 1 一 委 ,y 的 起 点 为 0; 终 点 为 2. 


故 [一 直人 [ 们 一半)> 一 十. (学 )+(1 一 反 ) yjay 
(2) 直线 工 的 方向 矢量 s 王 {1,4}, 则 直线 工 的 参数 式 方 程 为 
诡 三 小 
| ER t:0—> 1 
yy 一 4 
故 1= | .42G 十 玉生 ,1 十 [G 十 好 十 (90 柯 。 和 出 


2 J cree T1624+ Dd 二 


例 4 求 =| (ze —3z)drt (0 +2y— Ddy ,其 中 工 通 过 A(1,3),B(3, 一 1),C(4， 


2) 
解 : P= 二 2xe@’ 一 3x?,Q 二 zx:@ 十 2y 一 1, 于 是 


3 

ay ap _ aQ 
aQ_, 9y ax 
gx 


则 积分 与 路 径 无 关 . 
如 图 12-3 所 示 ,T 一 | 十 | =| ze 一 amdz 寺 | G6e +2y 一 Dd 
A AD 4 沈 3 3 
= (x zx) | (dey —y) | 有 三 16e2 一 人 一 63 


例 5 计算 T= 上 eh 2[F2z 十 yln(z 十 V 灾 于 过 )]dy ,其 中 工 : 沿 上 半 椭圆 弧 东 十 


闻 =1, 从 A,0) 到 BC6,0); 其 中 如 >0,c>0. 


解 : P= 地 活 志 'Q-22z+yln(z+ V2 下)], 则 
a 
CE 9Q -- 人 
9y Se 9 Ee 
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画 出 路 径 草 图 ,如 图 12 -4 所 示 ， 


a 


3 ) ddy— 上 [5 


-J 
_fs 一 4。 斑 nte = = 2xbc 
Db 


图 12-3 图 12-4 
> | ve ady = a(t— sin t) 
例 6 计算 工 一 |。 二 0 二 开 和 ,其 中 了 是 从 O(0,0) 沿 摆 线 (7 ws 


A(C2ar,0)(Ca 过 0) 的 一 拱 ， 
解 : 了 一 (zx—rxa) :+r y’ QF a 2 ' 则 
= = 人 一 mo)- es 
(TZ—na) my BB” ; 儿 
0 (Z— a)’ = 一 ay 知 
[Cz—xa): + ry] 
由 此 可 知 在 不 包含 (xa,0) a 积分 与 路 径 无 关 , 如 图 12 - 5 所 示 : 
取 L*:(z 一 xa)? 十 (xy)* = 二 (xa)?,y>0. 
注意 : 不 能 取 工 " 为 直线 段 04, 因 为 其 含有 (xa,0). 
TX na—nacost 


将 "写成 参数 式 | ,t: >0, 


ny=nasint 


故 了 == | ydz+t (xa— zx)dy (ras0) A(Zair,0) 


Li (zr—rna)’: trey 
Nu asin +(— xasin t) . = nacos t) «acost | 
x zn a 图 12-5 


例 7 计算 下 列 积分 . 


EM 一 个 i 工 为 不 通过 OC0,0) 的 任 一 光滑 闭 曲 线 , 取 逆 时 针 方 向 ; 
2 


二 = = T S 
GIs) [er ta lt | ta ; |dy, 其 中 工 为 沿 两 
圆 缴 (z 一 2)? 十 y? 二 1,z? 十 二 1 道 时 针 方向 转 一 圈 ; 
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(3) | 
解 , (D P 一 -7 了 7,Q 一 
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其 中 工 是 以 Q1,0) 为 中 心 ,半径 为 R(R 二 0, 关 了 DD 的 正 向 圆周 . 


记 十 闷 ; 则 

ap _ yz 

dy aP _ aQ 
aQ _ ¥—xz 9y 9z 
ax 二 y 


4 
@ 若 工 不 包含 O(0,0) ' 则 由 ay 一 52 可 得 TI 一 0; 


@ 车 工 包 含 QC0;0) 于 其 内 , 作 小 圆 L* :zz 十 y= 二 e: Ce>0) ,如 图 12-6 所 示 ， 
Ne lf 一 
于 是 路: By 动 . i 
oh 
站 =wdz+ tz—2d 一 ydz 十 zdy tp 1 2 
C2 中 二 + 中 和 ;由 图 12-7 可 知 世 三 五 UL;. 


图 12-7 
ydzat dy 一 dz 二 Wdz 十 ZXdy “由 解 (1) wa 
b 2 十 昂 十 -+ 中 Zz 二 yy Do 
中 ut Fo 一 yt FY + dr (mdy 
Lr (zx—2)?++y i (rz—2): 二 3 PD 
ED 0 
故 工 王 4 
0 
SEP 和 a 十 奖 ' 则 
aP 2 一 47z2 
ay (4z:|y)? aP _ aQ 
起 Ce， 2 一 472 ay azr 
ar (4z2 十 闻 2) 


GD 当心 旋 关 50， 0) 时 ,名 二 经 , 则 I 二 20,(RSI). 


@ 当 R>1 时 , (0,0) 为 奇 点 , 作 一 小 椭圆 L* :4z2 十 江 王 坚 (e>0)， 即 三” | 


€ 
a 
2 


y=esin t 
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于 是 


a = 丰 zdy 村 
I 中 dz 十 吉 . ydr + zdy 


A 和 
= 所 J azay 一 纪 Go 
条 


例 8 设 函数 Q(z,y) 在 z0y 平面 上 具有 一 阶 血 续 的 偏 导数 ,曲线 积分 | 2zydz 十 QCz,y)dy 
与 路 径 无 关 ,上 且 对 任意 妃 恒 有 
| 2mdz+Qcyydy=|， 2zydr+ Q(z ydy 


(0,0) 
求 Q(x,y). 
解 : 因 曲 线 积分 与 路 径 无 关 , 得 


3aQ 二 9F 于 :要 
3 ay 22) 2z 


于 是 QCz,y) 王 碚 十 CCy) ,其 中 C(y) 为 待定 函数 . 则 
| 各 OC 二 | Qt, wdy 要 Jre ld 


(0,0) 


1,D 1 
[ 2 | Qa,way |G a 


{0,0) 
于 是 有 | [十 C(y)Jdy = | [1 十 CC(y)Jdy, 两 边 对 求 导 得 
2 三 工 十 CGOD) 
于 是 CGOD) 三 2 一 1 故 Q(z,y) 三 之 十 2y 一 1. 
例 9 设 在 区 域 D 日 x 二 yy 过 二 内 su {Ty » ) , U(x, YY ) 具 有 一 阶 连续 的 偏 导数 » 在 zx 十 =] jon 
u(x ;7y) =] ,v(x, y) 一 沙 令 


f=vuzr, iFu(r,yj 8 = a 人 


计算 T= 上， gdzdy 
D 


解 : I = 由 - yy 


人 


av 
9 I uF )dzdy 


j[(v 六 + 9g)— (oF +) Jardy 
-由 55 一 芒 e Jaray 


,wwdr tudy (利用 格林 公式 ) 


5 = 


,ydz+ ydy =|[(0— Ddzdy = 一 dzdy -一 = 
Ta D D 
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题 型 122 空间 域 中 对 坐标 的 曲线 积分 的 计算 ， 


思路 启迪 : 空间 域 中 对 坐标 的 曲线 积分 T 一 | P(z'y,z)dz 二 Q(z，ysz)dy 十 


Ry Sy 的 计算 方法 : 
已 ”GD 化 为 路 径 参数 对 定 积分 的 计算 ( 光 其 工 为 闭 时 ); ¥ 
(2) 化 为 投影 坐标 面 上 的 平面 曲线 积分 ; ， 和 
(3) 利用 斯 托 克 斯 公式 化 曲线 积分 为 曲面 积分 
设 PCz yz),QCzyyyz) ,RCz,yva 在 出 面 瑟 所 张 成 的 宅 间 域 
人 2 中 有 一 阶 连续 的 偏 导 , 工 为 曲面 互 的 边界 线 , 则 
而 下 二 下 | 证 于 而后 交 二 到 
9 a 9 9 9 9 
| a 志 en 
A ey 
其 中 easaycosB,cos7 为 曲面 马上 一 点 (zy z) 处 的 法 线 的 方向 余 
弦 . 工 的 正 向 与 曲面 号 的 侧 满足 右手 系 . 注意 : 为 简单 起 见 , 选 择 以 
LL 为 边界 线 的 平面 作为 曲面 允 . 


例 10 计算 1 一 | (2 一 ye)dz 十 (7 一 zz)dy 二 (对 一 zy)dz, 其 中 工 7 


之 一 


X= QCOsSt 
沿 曲 线 [Y 2 人 从 Ata:0,0) 到 Bia,0,h) a> 0 SS. 
h 
2 

解 : 如 图 12-8 所 示 ,TI= 中 “一 | . 

dydz dzdz dzdy 
a a 有 交州 是 
和 ll ar ay gz 


Ty ya zy 


X=a 
RBA ,于 是 | sd zdz = 一 寺 b， 
0<z<h 
故 f=0— (一 二)=3 了 工 7s 


例 11 计算 I = (y—2)drt (z—z)dy+ (Zz 一 y)dz, 其 中 工 为 z! 十 y= 二 a 与 平面 过 十 


产 二 1(a 之 0,h>>0) 的 交 线 ,从 z 轴 正 向 看 去 ,LL 为 着 时 针 方 向 ; 
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TX—acost 


解 : 工 化 为 参数 式 和 1》 “sm ,0<t<2n。 故 
z=h (1 一 王 )=h(1—cost) 
a 
4 | {Casint—hC —cost)]* (—asint) [LhA(1— cost) 一 ccost] 。acost 十 


(acost — asint) » hsint}dt =— xa’ 一 Ta — ahn— ahn =— 2nal(ath) 


另 解 : 化 为 xzOy 平面 上 的 平面 曲线 积分 . 
TI 二 | j 一 hlazt+ [a=— (4+1)zldy 
-J je 


= 一 2(1 十 生 )| azady = 一 2 人 1 + 二 ) na’ = 一 2xa(a 十 hh) 
12.4 曲面 积分 题 型 


题 型 123 对 面积 的 曲面 积分 的 计算 

思路 启迪 ; 方法 1 a et 
简化 计算 . 
方法 2 ”利用 面积 的 曲面 积分 与 坐标 的 曲面 积分 的 关系 ,化 为 对 坐 
标的 曲面 积分 的 计算 . 


Jp,ys)dyds+ QC ys dedr+ RCz, 人 
ZZ 


= 和 (Pa +Qcrya 2 二 Riyoz) Ce2jas - 
了 下 


一 Teaeoe 填 - Q(z, ysz)cosB+ R(z,y,z)cosy)dS 


其 下 66sa;cosB,cosy 表示 此 面 上 一 点 阴 (2rys 区 外 法 绕 才 向 的 方 
向 余弦 . 

方法 3 ”化 为 投影 域 上 的 二 重 积分 计算 , 解 题 过 程 ， 

@ 画 出 号 的 草图 ; 

加 设 了 3B;z= 二 z(x,y),dS 三 V1 二 zz? 十 zy dxdy; 


®1=|f Ce,y,2(0,y) VITE Te dedy. 
D 
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例 12 设 曲 面 3: |z| 十 |y| 十 |z| 一 1, 计 算 几 (z+| y Dds. 
2 
解 : 由 积分 域 与 被 积 函数 的 对 称 性 ,有 


和 ss-。 出 |=14s= 业 |>143= 业 1=145 


所 以 


CD 
本 
Co 


131as— #6 zt ye Das= $s zy 


3 
故 . Ptly as= #3 


例 13. Se 3: 平面 子 十 关 十 六 二 1 在 第 一 象限 部 分 . 
解 : 如 图 12 一 9 所 示 . 
I= 12 训 交 总 : 坑 计 3 dS = 12||1. ds = 12S$ 
| 他 3 2) | 


一 一 一 


S 为 人 ABC 的 面积 , S 一 方 |2Bx 
AC={—4;0;2}, 则 


训 
小 
| 


uk 
a 胃 
吉村 下 


AB x AC = = 61i++87 13k 


于 是 
S 一 方 YE 十 吕 赴 节 MR 
故 j==128 = Ve 


例 14 设 卫 是 曲面 x? 十 六 十 闻 二 a* 的 外 侧 ;cosa,cosB,eosy 是 其 外 法 线 向 量 的 方向 余弦 , 则 


十 ycosB 十 OOF dS = 
(x? 市 计 十 之 ) 


解 由 两 类 曲面 积分 的 关系 ,得 


7 =|| se 十 ycosB 十 20037 4 二 =| et ydzdz 十 zdzxdy 
(二 z+) 


一 昌 一 ls 二 3 . eS 3 一 
= 点 | i asav 号 。 生 ma 二 x 
例 15 计算 T= ||=as, 其 中 S 是 球面 ?十 学 十 z= 二 R?. 
> 
解 呈 国产 要 二 大 二 了 直 全 一 0 一 一直 
Ey 于 二 


|z| 
故 I -二 as "i 
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= v 民 一 二 = 六 dzdy 十 
D 


GAR=2=7) 
另 解 1: 因为 了 是 球面 ,所 以 可 用 球面 坐标 计算 
因为 dS 王 Razsinpdpdb,z 一 Recosp, 所 以 
TI 一 由 ds 一 | ad) Reosp: R'singdp = 2nR’| sinpdCsinp)=0 
另 解 2: 因为 S 关于 坐标 面 zO》 对 称 , 而 f(z,y,z) 二 z 关于 xz 是 奇 函 数 ; 所 以 I=0. 
例 16 计算 下 列 积分 . 
(1) r= 十 十 z2)dS, 其 中 5 是 由 z = V4 一 TT 一 六 与 4 二 V 亚 十 交 所 围 立体 的 
表面 ; E 
(2) 了 一 | ce 十 yw 十 民 )ds, 其 中 三 是 由 曲面 z = 
2 


R 六 
ep 


VY 十 芝 被 十 z= 二 2ay(a 沪 0) 截 下 部 分 . 
解 : (1) 如 图 12- 10 所 示 , 5 = B31 十 加. 
2 2 
:z= VE 了 49 一 A/i 十 (中 ) +( 医 ) dzdy 
二 


二 
要 2 
Siz = VR 二 dS = 人 世人 扩 用 Ud 
一 V2dzdy 
于 是 [as 十 zz)dS 


图 12-10 


-jt Fs dy 


-oT a 有 pt 吉 ， es 
='4x(8— 3Y2) 
CD = 1 十 (到 ) 十 (至 ) dydz=/2dydz. 
卫 被 柱 面 史 十 到 一 2ay(a 之 0) 所 截 部 分 在 yOx 平 面 上 的 投影 域 DD:y 十 x 二 2ay，, 故 
1=||y /TE + y+ /TE) + Yadydz 
ee 


z= psing 
_ 64V2 , 
es 


至 24 
a dd|， (Cpeos0 + pecosOsing t+ psing)pdp 
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题 型 124 ”对 坐标 的 曲面 积分 的 计算 
思路 启迪 : J =||Péz,ys Sdydz + Q(z,y, Ddedzr + R(x,y,2) drdy 
也 


方法 1 高 斯 公式 
(1) 号 为 闭 ,P(z,y,z) ,Q(zsysz)，R(z，ysz) 满 足 条 件 , 则 


a | dz 
J i 


(2) 号 为 非 闭 ,区 十 允 * 为 闭 , 则 


和 


方法 2 点 积 法 
T 一 |(P,Q,R) (dydz,dzdz, dzdy) =|[{P,QR} .mds GD 
Zz > 


' 其 中 nn 为 也 的 法 矢量 ,m? 为 n 的 单位 矢量 . 


若 卫 :zx 三 z(x,y) ,规定 : Nn 二 {一 z 和 ,一 和 , 则 


.i 本 
代入 式 (1) ;可 得 


I =|J{P,Q,R} a dy 
已 


SS J (Bay 
D, 


“ 士 ?的 选择 : 若 规 定 马 的 侧 的 法 矢量 与 {一 zx, 一 ,1} 相 同 , 则 取 
“| 光 时 ， 否则 到“ 一 2 
方法 3 投影 法 


1=||P Gz,y,2)dydz + Q(z,y, 2) dedz RC,ysz) drdy 
5 
| tary deedr te (zyyz)dzdy 


-eet acs aaes ees 


> 的 选 竣 1 设 歼 为 总 的 法 矢量 ; 
《县 车 ,x 为 锐角 ,第 一 个 积分 取 “ 十 ”, 和 否则 取 “ 一 
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“ | 一 1 


(2) 着 名 y 为 锐角 ， 第 二 个 积分 到 “十 ”否则 到“ 
(3) 荐 0z 为 锐角 ,第 三 个 积分 取 “ 十 ”否则 到" 一 ” 
对 坐标 曲面 积分 计算 小 结 : 
Cl 若 曲 面 是 封闭 的 或 加 面 使 其 封闭 CTT yy) Rs 
yz 具有 一 阶 连 续篇 导 , 则 可 用 高 斯 公式 . 
(2) 用 点 积 法 的 条 件 : 
允 在 某 坐 标 面 的 投影 是 一 片区 域 ; 
©@ 设 5; z=z(z,y)", (PQ,R} Ww {TT 交 :9 了 1 简单 . 最 好 也 是 一 
个 平面 

= 四 1C3 六 用 高 斯 公式 3 点 积 法 均 不 方便 时 ， 用 投影 法 试 试 


例 17 计算 I = ||4zzdydz — zydzdz 一 dzrdy,5: 锥 面 z = Vx 十 yy 与 上 半球 面 = = 
Ss 


V2 一 (xz? 十) 所 围 形体 , 取 外 侧 . 
解 : 如 图 12- 11 所 示 . 于 是 


I 下 aode wede — dady 
“| + rad 


-ee- arava: 图 12-11 
利用 球面 坐标 系 ,得 
性 
T 一 | dp| dg| rcosp “一 Sinpdr = 2x| 
例 18 计算 I 一 |zzayd=+ydzdz 二 edzdy,3: ( 联 一 2 十 (y 一 b2 十 (zx 一 c)2 一 及 2， 取 外 侧 . 


解 : 上 是 封闭 的 ,P,Q,R 在 3 所 围 形体 中 有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 故 可 用 高 斯 公式 做 . 但 直接 做 
比较 麻烦 ;为 此 ,将 球 心 移 到 原点 . 
邻 z* = 二 Xz 一 a,y* = 二 y 一 0,z" 二 z 一 c; 则 =a 十 xz” ,y= 二 6 十 y" ,z= 二 c 十 z* ,于 是 


ri tt a ds + bt de ey 


* i V2 1 
cosgsingdg| mdr= 苞 


0 


-et 十 y" 十 这 "ydzx" dy" dz* 


由 于 对 称 性 ,用 dz dy ge" dd = dr dy* de = 0, 故 
人 0 0 


1 zat6t+ oar i Sra +b toOR: 
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例 19 计算 1=||rotF- dS, 其 中 了 二 {zx 一 zz 十 如 ,一 3zxy’); 了 是 锥 面 z = 二 2 一 Vz 十 


也 
在 zOy 平面 的 上 方 部 分 , 取 上 侧 . 
解 : 如 图 12- 12 所 示 . 


i Kk 
S|) KG EE 9 939. a 
le as=| 识 克 六 2 las 


文 一 之 年 曼 — 3xy’ 
=|J{-6zy—», -1 de dm dda 
p> 
=| C6 — dyde + (3 — Ddzdz + 3xdzdy 
> 


:< 
曲面 三 不 封闭 ,添加 2 人 


域 有 一 阶 连续 的 偏 导 数 , 故 可 用 高 斯 公式 . 


a 人 -= 由 csy+ey+oav 一 szadzdy 
5” 2 > F 


b> 


,; 取 下 侧 , 则 三 十 3* 封闭 . P,Q;R 在 它们 所 围 的 空间 


一 中 3zx’dzrdy = 3| “dg| ,eeose * pdp = 12x 
例 20 计算 I = 上 |ydydz 一 zdzdz 十 zdzdy, 其 中 3; 锥 面 z 二 V 训 十 亦 被 两 平面 z= 二 1,z 二 
己 
2 所 截 部 分 , 取 下 侧 . 
解 : 如 图 12 -13 所 示 . 


ZZ:z 一 Vr +y De 三 ;2 二 一 一 一 ， 由 点 积 法 
rT 十 rT? 十 


I =||yayaz — zdzdz + 2dzdy 
Zz 


-一 一 一 一 天- 一, 一 一 一 一) 
ed 
=||*dzdy = | (+y)drdy = "de] prepdp =— 基 x 

2 D 
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例 21 设 f(r,y,z) 为 连续 函数 ,计算 
I = (z+ /dydz+ (y+2/dzdr+t ds 


2 
其 中 卫 为 平面 z 一 > 十 一 1 在 第 四 象限 内 部 分 . 
解 : 如 图 12 - 14 所 示 . 了 :xz 一 y 十 z 一 1，zz 一 一 1,z 一 1. 


I =||(z+ Pdaydz+ Godsdr t Cay 
> 


=|{z+f,y+2f,z+f}: {1,—1,1}dzdy 

-| ey+ ody =)aray = aray =3 图 12-14 

例 22 计算 I= 

形体 的 外 侧 . 

图 12 - 15 所 示 . 二 Q=0; 恨 = 一 一 和 = 空 

解 : 如 图 12 - 15 所 示 . P= 二 Q 二 0;R -7 二 直到 在昌 而 所 图 成 的 空间 域 0 中 的 偏 导 非 连续 所 

以 不 能 用 高 斯 公式 . 

SS=51 二 Ds 十 35 ;于 是 I = 有 ++j|. 
3 


中 -dy 其 中 了 为 级 面 = = V 十 交 与 两 平面 < 一 1,z 一 2 所 图 


[-I se 
1-] 老 二 二 i Et 


| -| 本 es 中 Tt =—e| .dg|， ee 
故 [一 2re:. 


例 23 计算 I = 其 中 5; 柱 面 也 十 闻 一 RR 与 两 平面 z 二 R,z 二 一 RR 
3 


(CR>>0) 所 围 形体 的 外 侧 ， 
解 : 如 图 12 - 16 所 示 . 因为 (0,0,0) 为 内 的 奇 点 ,所 以 虽然 是 封闭 区 域 ,但 不 能 用 高 斯 公式 ， 
用 投影 法 . 


272 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


5= 怠 十 怠 十 名, 于 是 1 二 上 [十 用 十 用 .其 中 
刀 加 


lss 要 『 Rzdzdy _ Rzdzdy 
ee trytR oR 
Ei | x =R 

| sh 和 | Rdzdy ~_ I Rdzdy 

> 十 十 之 TR pS SE 


所 以 + 用 二 0. 
和 所 入 


zdydz 二 zdzrdy _ zdydz 区 
汪汪 也 J Te (因为 在 丈 全 rdzdy = 0) 


| 二 
Rr. 


-要 I VR’° —y dydz 2 i VR’ — ydydz 
ve | Re 1 玉 2 十 到 


+ D 
一 R<=<R 一 R<=<<R 


RE arctan 之 1 , 
= 证 VR*—>Yy。 “~” Rl'dy 
R 


0 


RR: 


一 8 关 4 


2 
2 
例 24 计算 一 | 全 2 生生 2， 其 中 思 是 不 经 过 (0,0,0) 的 任 -简单 光滑 闭 曲面 

2 
外 侧 . 


解 : 当 (253,2) 关 05050) 时 ,9y Fz 0; 


(1) 车 马 不 包含 (0,0,0), 则 用 高 斯 公式 ,可 得 I 二 0. 
(2) 车 上 包含 (0703;0); 作 一 小 球面 3 :zx 十 y 十 z? 二 e?(e 为 任意 小 正 数 ) ,; 取 外 侧 , 则 


_ [zdydz+t ydzdr+zdrdy _ 1 ~ RR 
I 中 ar | at pe 《利用 高 斯 公式 ) 
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题 型 125 ”应 用 题 
思路 启迪 : (1) 求 曲 面 面 积 . 


适用 于 : 曲面 在 某 坐 标 面 上 的 投影 为 一 条 


曲线 的 情形 ,如 图 12-17 所 示 ， 

曲面 在 xOy 面 的 投影 为 一 条 曲线 工 , 若 曲 
线 L"* 上 点 的 竖 坐 标 是 曲线 工 上 点 PC(z,y) 的 
函数 , 即 z= 二 f(z,y)( 宇 0), 则 所 求 曲 面 面 积 为 
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图 12-17 


ee | ud 


B= | (+ yds 


=| f(z,wdl 
(2) 求 质心 、 转 动 惯量 设 /为 线 密度 氏 为 物体 形状 , 则 
es 
fi 
质心 坐标 为 ,转动 惯量 为 1 一 | zspds 
全 


关于 空间 熙 线 工 ,曲面 号 也 有 类 似 公式 . 


(3) 求 功 .平面 力 场 二 Pi 十 Qj ,将 单位 质点 沿 曲 线 工 从 点 A 移动 


到 点 BB 所 做 的 功 为 
W= | Paz+edy 


例 25 求 柱 面 局 十 y= 二 1 在 球面 十 十 尺 二 1 内 的 侧面 积 . 
解 : 要 求 的 是 柱 面 的 侧面 积 ,因此 ,用 对 弧 长 的 曲线 积分 计算 方便 . 


z 二 V1 一 之 一 yy ,由 于 对 称 性 ; A 二 | Vi—z—yd. 


' ZX=cost 
| 
Ls 6 1 其 参数 方程 为 了 ， y=sin’t,0<t< <y. 
之 一 
之 二 0 


dl 二 V(z) ?十 (y)? dt 二 3sintcostdt. 故 
及 一 | V1 一 cosit 一 Sinsi »。3sintcostdt 


到 
= 24| ~ V3sin’tcos’tsintecostdt 
0 


EE 到 
一 24V3|. sin?tcos’tdt 一 6V5|， sin2(227dz 一 


3V3 


Wr 
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例 26 设 螺 旋 形 弹簧 一 圈 的 方程 为 z 一 acosty 一 asintx 一 好 ,其 中 0 过 1 过 2x, 它 的 线 密度 
PE 人, 区 王 开 十 开 寺 芭 , 求 : 

(1) 它 关于 = 轴 的 转动 惯量 ; 

(2) 它 的 质心 . 


解 : (9) =| (z+y pCz,y, Dd 

一 | da’ 十 iD) Va tp d 

= 2xa? Ve + (a + kn’) 

x | zpCzsy,2) dl A | acosCe: 十 2) Va 十 民 dz 
是 | ccwyzid 世 | te) Va TR dt 


i dnak’ Va + Ek? 小 6ak’ 
2 2 
Sx /a? 二 k? (3a? | 4&2T2) 3a 十 4k ne 


(2) x 


EE | yeCzy, 0d | asin t(a: + hk) Va tk dt 

i 
Joy oa | 十 PPJ Vet 

es — 4x:ak’ Va 二 k J 6xak’ 


Sr Va Teter) 3 tn 


| spy nd | ka 二 2) YET 
pc ad | Gt) YETEd 
_ 2rk Va +k (a +2rk) _ 3rk(a’ + 2rk’) 
2 2 
Sx /az 半天 2 (3&2 十 4&2 吉 2 ) 3a 十 4k ze 


Ee 6ak’ _ 6xak’ 3nk(a’ 2rk’) 
故 质心 为 (57 90 90 Fa ): 
例 27 质点 忆 沿 着 以 AB 为 半径 的 半圆 周 ,从 点 A(1,2) 运 动 到 
点 (3,4) 的 过 程 中 受 力 F 作 用 ,F 的 大 小 等 于 点 了 与 原点 O 之 间 的 


距离 ,其 方向 垂直 于 线段 OP, 且 与 y 轴 正 向 的 夹 角 小 于 2 , 求 变 


力 F 对 质点 PP 所 做 的 功 . 
解 : 如 图 12- 18 所 示 . 设 己 点 坐标 为 (zyy) ,由 题 意 可 知 


下 一 | 下 | [cos( 季 十 9 十 sin( 笃 十 9) ] 
= Vr iy [— singiteos0j] 


之 一 


图 12-18 


三 了 Z nt 。 
= | 1 Fy /2 FR yi 
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圆 弧 A 且 的 参数 方程 是 
本 二 2 十 V2cos 0 
y= 3 十 V2sin 9 
故 变 力 F 对 质点 了 所 做 的 功 为 


W= 一 ydz 十 Zdy 


desi 


= 和 [V2(3 十 V2sinb)sing 十 V2(2 十 V2cosb)cosb]db 


= (3VZsing 士 2V2Zcosb 二 2)ag 
4 
一 一 6 十 4 十 2 一 2r 一 2 


题 型 126 ” 场 论 初步 


思路 启迪 : (1) 方向 导数 
设 三 元 函数 加 二 A(x,y yz) 在 PCzo;W zo) 点 可 微 ， 过 P(xo,yo3 
2) 点 的 有 向 线段 7 的 方向 余 蓄 为 cosascosB,cosyY,; 则 以 在 PP 点 沿 / 


的 方向 导数 为 
Ei 一 (器 cose 十 了 cosp 二 gscosy)| 
(2) 梯度 (grad w) 
设 数 量 场 二 f(z，y,z) 具 有 连续 的 偏 导 数 , 则 在 PC(z,y,z) 点 
的 梯度 为 


grad u = $s Fe + 
注 : 梯度 的 大 小 为 该 点 处 方向 导数 的 最 大 值 ， 
(3) 散 度 (div 4) 
设 有 一 向 量 场 A 二 Pzry,DiTQGz, yz) jt RG yr)k, 其中 
P,Q;R 均 可 导 , 则 入 在 M(zyy;z) 点 处 的 散 度 为 


dy 
(4) 旋 度 (rot A) 


设 有 一 向 量 场 A=P(z,y;z)iTQ(z, yz)jRCzy ysz)k, 其 中 
P,Q,R 均 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 则 旋 度 为 


i: 
9 9 9 
mot dy dz 


Pp “ml 
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(5) 通 量 | 
设 有 一 向 量 场 A 一 P(x， yD QT ys I HR yz)k, 则 沿 
场 中 有 向 曲面 号 菜 一 侧 的 曲面 积分 二 Pdydz 十 Qdzdzx 十 Rdzdy 
亏 
为 A 穿 过 曲面 号 这 一 侧 的 通 量 . 
例 28 ”填空 题 . 


(1) 函数 二 Vz 十 十 在 点 M(1,1,1) 处 沿 曲 面 2z 二 xz 十 在 点 M 处 的 外 法 线 方向 
1 的 方向 导数 学 | 一 


(2) 设 数量 场 zx 王 In Vz 十 yy 十 z* , 则 div(grad wu) 二 
(3) 设 向 量 场 A 二 zy:i 十 ye 条 十 zln(1 十 z2)k, 则 rot A 二 


ax| au| au| 一 工 5 8 
解 : 0) 下 | ,一 下 | 一 下 | ,一 房 * 曲 面 在 点 M 处 的 外 法 线 方向 7 的 方向 余 纺 为 
RE 
cosa 二 TF 7 
5 人 
V1 二 十 |m V3 
i 
OY ITetylw 


1 1 


i eh se 
抽 中 全 二 全 让 语 志 二 


二 一 六 la(z 十 洋 十 zz), 则 


dr Fn 92 ye 


ou Mu, Wu 一 - x » 了 。 ta 
故 grad u 一 Fi ay + gzk Fr Ee 
下 面 求 div(grad w). 


A 
由 上 可 知 ,P EE Nm | 


ab. | Na 2 aR VE 区 广 2 
GG Ur Ne gs ox 
; 让 
故 div(grad 2 一 35 By |B 和 2 
i 于， k 
i 9 PA vy Ea 1 
(3) rot 4 一 = = Se yei—ln(l+z)j—2zyk. 


0 xXxy ye zln(l2z) 
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例 29 设 w=z 十 y 十 z, 求 沿 单位 球面 之 十 交 十 渡 一 1 上 任 一 点 处 的 法 向 量 的 方向 导数 , 何 处 
的 方向 导数 最 大 ? 何 处 最 小 ? 何 处 为 零 ? 
解 : A 2) 方 册 和 性 闻 .人 导 : 


{cosaycosB,cos7) = {x,y,z)} 侍 = 2 一 有 = 
所 以 沿 单位 球面 十 十 忆 二 1 上 任 一 点 M(x,y,z) 处 的 法 向 量 的 方向 导数 为 
C27 


arl, 三 ZX 十 y 十 z 


因为 z? 士 y 十 z2 二 1; 于 是 令 F(zrrysz)=zrt yrtA(r ee 1) ,， 解 方程 组 
F':=1+2Ar=0 


1 还 略 


五 ,一 1 十 21y 一 0 
F'=.1 二 zx 三 -0 
2 十 十 有 一 1 


ah ly, 
网 站 ( 岳 , 记 ,在 ) 忆 人- 记 ' 六 ' 将) 
由 实际 问题 可 知 方向 导数 在 P 点 处 最 大 ,在 P。 点 处 最 小 ,在 | 


数 为 零 . 

例 30 流体 在 空间 流动 ， 流体 的 密度 4 处 处 相同 ( 设 x 王 1): 已 知 流速 函数 为 ?一 了 22 二 合家 和 
zyak, 求 流体 在 单位 时 间 内 流 过 曲面 :zx ?十 y 十 zx 二 2z 的 流量 . 

解 : 设 P 二 zz ,Q 一 yx’ ,R= 二 zy ,3 了: 十 十 (z 一 1 二 1 为 球面 , 则 所 求 流量 为 


PE Prava: Fo Ry 
-J aP 下 )dzdydz 


-| 二 二 于 及 二 ye 
nn 


元 十 y 十 z 一 0 


.2 十 闻 十 zz 一 1 处 方 癌 村 


= ap, dg| "risingdr 
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13.1 函数 方程 


题 型 127 ”利用 函数 表示 法 与 用 什么 字母 表示 无 关 的 特性 求 函数 方程 


例 1 设 放 (一 zx)==z[ 了 (x) 一 11, 求 f(z 
解 : 令 工 = 一 t, 则 六 (= 一 t[ 下 (一 他 一 1; 即 了 (z= 一 z[ 扩 (一 zx) 一 1 可 推出 


zf (=z) F(z)= zx © 
由 已 知 可 得 
fr)— zf (x) =— zr (2) 
将 式 (1)、(2) 联 立 解 方程 组 得 
es 
fr ti 


积分 得 f (0) =—z+ h(a FI) aretan Zz 十 C, 其 中 人 CC 为 任意 常数 . 


例 2 设 z=Vy 十 f(x 一 1), 且 当 y=1 时 ,zz, 求 f(z) 的 表达 式 . 
解 : 将 y=1 时 ,z=z 代入 方程 ,得 z=1 十 f(3z 一 1), 即 f(Yz 一 1)=z 一 1, 可 推出 
z 一 Vy 十 工 一 1 
现在 求 f(z) 的 表达 式 . 
令 Yz 一 1=, 则 z==(t 十 1)3, 代 入 fWz 一 1)=zx 一 1, 可 得 
f0) S41 =l1= 3 3 
即 f(z)=z 二 3z 二 3x 


题 型 128 利用 极限 求 函数 方程 
思路 启迪 ; 观察 极限 式 的 形式 ,确定 类 型 ,然后 求解 . 
例 3 设 函 数 /(z) 为 多 项 式 ,lim 二 如 二 8 一 4,lim 人 2 一 3, 求 f(z). 
解 : 由 lim 汪 9 一 Se 一 4 可 知 ,f(z) 一 8z 中 的 最 高 次 数 为 2, 且 二 次 项 系数 为 8, 则 设 
ft) = 8 二 82 二 cz 十 0 (1) 
由 lim 人 人 22 一 3 可 推 得 limf(z) 二 0, 则 5==0. 式 (1) 变 为 
fi) SEE 二 zz (2 
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将 式 (2) 代 人 lim 大 一 二 3, 可 得 a 一 3. 
所 以 f(x)=8z TT 8 十 3z 


题 型 129 ”已 知 函 数 在 一 点 的 导数 及 函数 方程 , 求 函 数 方程 


思路 启迪 : “函数 f(z) 在 (一 5, 十 66) 内 有 定义 ;上 且 (zo) 存 在 ”是 必 不 可 少 的 
前 提 条 件 , 再 加 上 附加 条 件 , 结 合 导 数 的 极限 定义 式 求 (zw) 注意 
解 题 时 要 想 办 法 凑 出 导数 的 极限 定义 式 . 3 


; 锯 


例 4 设 f(z) 在 (0, 十 co) 上 有 定义 , 且 (1) 二 ala 关 0), 又 对 任意 x,y€E (0, 十 cc), 有 FCzy) 一 
Fm) 
解 : 在 f(zy)= 二 f(z) 十 f(y) 中 , 令 y= 二 1; 得 f(z)= 二 f(z) 十 f(1) 二 了 (1)==0. 又 
nd = i fr ey RN a De R(t AC Ey A 
y*0 


Ty y*0 Ty 


A Ee i ig 
Pr A 5 


Ye 2 
即 了/(z) 一 上 ,两 边 积分 得 


f(z) = aln'z+i+C 
伪 二 1 于 是 
1) 三 alnI 十 C=>C 王 0 
故 f(z)=aln zx 


题 型 130 “已 知 函 数 方程 中 含有 变 上 限 积分 , 求 函 数 方程 
思路 启迪 : 对 变 上 限 积分 求 导 . 


例 5 设 函 数 f(x) 二 阶 可 导 , 且 有 z= | fa 十 | we 一 林寺, 求 天 总 


解 : 对 于 被 积 式 中 的 抽象 函数 ,一 般 通 过 变量 替换 将 其 化 为 f(w) 的 形式 . 
令 zx 王 一 工 则 ;三 0 时 ,zx 一 一 Zi 三 工时 ,zx 一 0,dx 王 由 ,所 以 


| rc 一 ad =| (ta fdu =—| dy 
所 以 xz 二 | fa -| 十 Zz) f(t)dt, 此 式 两 边 对 工 求 导 得 


ts 一 | fd (1) 
式 (]1) 两 边 再 对 工 求 导 得 

0= f (zx) fz) (2) 
式 (2) 对 工 再 求 导 得 

0= f(z)— f(z) (3) 
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在 式 (2) 中 令 z= 一 t, 可 得 (一 四 == 一 f(t), 即 了 (一 xz) 二 一 了 f(x), 代入 式 (3) 得 
f(x)+i+f(z)=0 

这 是 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 ,特征 方程 为 洲 十 1 二 0, 解 之 得 入 二 i,As 二 一 

所 以 f(z) 二 Cicos zx 十 Czsin x, 其 中 Ci ,Cs 为 任意 常数 . 

由 式 (1) 可 知 = 二 1, 由 式 (2) 可 知 广 (0) 二 一 1, 代 入 f(2) 中 可 得 二 1， C3 谍 


f(z)= cos 浆 一 Sin 工 
例 6 设 f(z) 可 导 ; 且 有 f(z) 二 ey fC dts 求 f(z). 
解 : 方程 两 边 对 z 求 导 , 得 
f(z) = f(z)+ef’(z) 


2 A > inl dd fe 
i (Rd) = Fe 


令 元 厅 一 <' 则 可 推出 


te 


利用 一 阶 线性 微分 方程 求解 公式 得 
和 We ed dr+C|=— e+Ce™ 


A i a 
Sd /Or 


例 7 设 机 数 /(z) 可 导 , 对 任何 实数 zh 满 是 f(z) 了 0, 且 Cr 十 用 = 和 二 


即 f(z)= 一 二 


f(z), 又 f(1) 三 V2, 求 Fz). 
人 -|<< 十 信 由 积分 中 人 定理 得 ) 
当 有 大 产 0 时 ， A 一 和 二 上 ,两边 取 极 限 
坟 i 0 
Es h ey 


fF Cx) fz) = zz 1) 
积分 得 f(z 加) 一 于 (zz 十 D)? 十 多, 即 


PCz) 一 让 于 坟 十 C 


过 
i 得 C 一 0, 于 是 产 (站 一 竺 坟 坟 ,又 f(1)==V2>0, 故 
> 4 
(z) = 三 十! 
FC 有 


例 8 f(z) 在 La,5] 上 连续 ,满足 方程 
| f(z)dr=[f(z)+f(r)] zi#r, nz € [Las] 


2 
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求 f(z). 
解 : 由 题 设 可 知 , 对 去 E[ai8]5 有 = 


二 | far = 去 [f(a) + f(z)] 


即 | (Ddr 一 王子 <[ Ka) 十 f(z)J. 方程 两 边 对 工 求 导 得 


f(x) = 去 [f(a) 十 郑 z)] 十 王 f(z) 


一 二 (a). 解 此 一 阶 线性 微分 方程 得 

f(D = {| |e dt) 
= (Cc—o)| LE +C|= f(a) + Came) 

令 z=b, 得 f() 二 C6 一 g) 十 f(a); 即 C= 以 如 二 人 2 ;区 


f(D = OTH tfa) efad] 


例 9 设 f(z) 在 [0, 十 oj 为 正 实 值 可 导 函 数 , 且 f(x) 在 [0,zj 上 的 平均 值 等 于 /(0) 与 f(x) 
的 几何 平均 值 , 求 f(z). 


解 : 由 题 设 可 知 i[ fa = V FO FD , 则 | A 
式 两 边 求 导 得 


fy) = MFO | v7) + | 
ee 0 
即 由 二 一 全 zy 和 TO 户 (z). 此 为 伯 努 利 方程 . 
We 
a ed 


解 上 述 一 阶 线 ce 


-= 中 [|- 二 eedz+C]- 四 +C|= te 
2 
"fe 


即 ee 
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题 型 131 ”已 知 函 数 连续 ， 且 函 数 式 中 含 函数 的 定 积分 .极限 或 二 重 积分 , 求 本 
数 方程 


思路 启迪 : 利用 连续 函数 的 可 积 性 及 原 画 雪 的 连续 性 求解 ,一般 做 法 是 令 定 各 
分 或 极限 或 重 积分 等 于 常数 7, 然后 再 积分 或 求 极限 . 


例 10 设 函 数 f(z) 在 [0,1] 上 连续 , 有 目 f(x) = 3x 一 VI—2| f(x)dz, 求 f(z 


解 : 令 | /°Cz)dz 一 4, 则 f(z) = 3z 一 VI 一 到 5, 两 边 平方 得 


f(x) 一 9z2 一 6z VI—zili+( oz) 
上 式 在 [0,1] 上 积分 得 
1= | 9z2de—l| 6z VI=zdz+ P| (1— zx)dr 
0 0 0 


一 3 十 20(1 一 xz)3 


et | "Me 
+(x 和 3 一 六 江 椰 : 
即 业 P 二 3 十 3 二 全 解 之 得 五 一半 埃 一 3, 故 
和 Ch 一 372 一 3V1I 二 妈 ,nf 二 32 一 学 /1 二 

例 11 设 f(z) 二 9z 一 2 limf(z) 十 3| g(x)dz,g(z) = 3 limf(z) +2| g( 冯 dz 十 6 过, 求 
f(z 和 gz). 

A = 97 一 万 二 35 

BE 上 25-F6z 

=9 一 27 十 35 


解 之 得 
= RE 
ma $= 


本 | 


故 7(z) 一 gz 一旦 RE :一 二 


例 12 设 闭 区 域 i 且 
ER = VI 一 六 edd 
来 fli) 
解 : 记 A 二 (uwdudv, 则 f(z,y) 一 VI 一 挛 一 芋 A. 
式 两 边 分 别 在 D 上 作 二 重 积分 得 
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jepau= js ly |] Sadzay 
_| VI ydrdy— SA 和 

即 A | De Te i 

= 刻 Viz ydzdy= 4| dg) VI—F + odp 

= (1 一 eos0)d9 二 去 (至 一 所 ) 

因此 7 
题 型 132” 已 知 函 数 方程 中 含有 偏 导数 条 件 或 曲线 积分 与 路 径 无 关 , 求 函数 方程 
思路 启迪 : 建立 微分 方程 ,利用 解 微分 方程 的 方法 求解 . 
例 13 设 w= fron gr flz). 
解 : 令 1 二 xyz,u 二 了 (2)， Ne 三 蔚 广 (95 而 


=f 0 Ef (2) 


Qo 。 和 es 
Se zf (+ yf rz 一 如 (Frye f 0) 

33 
R= FD tf (ay ti2ryef Ct) + zye? f(t) ay 


= fF ERD = 
则 3 天 十 产 (人 三 0， 


令 p 二 (DD, 则 32p' 十 pb 二 0, 两 边 积分 得 : p 二 ct OT + ,再 积分 得 
fC —— a 二 忆 页 示 局 
其 中 Ci ,C; 是 任意 常数 . 
例 14 设 曲线 积分 | ” [eCz 十 1)" 十 


和 7f(3*)jydz 十 f(z)dy 与 路 径 无 关 , 求 f(z). 


fy Qtz, Dz), 
aQ_aP 


解 : P(z,y) 王 [er 


由 题 设 ,曲线 积分 与 路 径 无 关 , 所 以 5 一 ay ) 则 


(ts 


safe) 
即 产 人 f(z) 二 e(z 十 1)" ,根据 一 阶 线性 微分 方程 求解 公式 可 得 
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yes [et Dre lt drt C | 


= (zx 二 41)"[e+C 
其 中 C 为 任意 常数 . 


13.2 不 等 式 证 明 


题 型 欣 人 EE (a,b) ,使 得 不 等 式 成 立 或 不 等 式 通过 变形 ,一 端 可 写 


人 A=/ 坟 f 和 = 人) 的 全 二 的 证 明 


8 g(a) | > 做 汉 ， 
ee 


例 15 设 5 二 0, 证 明 : farctan b—arctan oa 
证 : 令 f(x) 二 arctan xz, 由 于 f(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 则 根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 
可 知 ,存在 一 个 点 6E (a; 仿 ,使 上 多 二 全 22 二 p18, 即 


arctan b — arctan a 1 


b—a i 
因为 a=é<6b, 并 有 5>a 二 0, 所 以 1 十 a 过 1 十 冯 之 1 二 6: 二 es 了 二; 故 


1 arctan b— arctan a 即 了 二 名 Ws 


Ta 加 太吉 人 TE 
例 16 ni dh 且 f(z) 在 (0,a) 内 取得 最 大 值 , 证 明 : 存在 一 个 点 
£E (0,a), 使 得 | (8) | 之 二 [ID= O00 


证 : 由 题 设 知 ,存在 一 个 rE (0,a) ,使 得 f(7)=max{f(z)}, 又 f(z) 在 [0,a] 上 连续 且 可 导 
(因为 (zx) 在 [0,aj 上 存在 ) , 则 根据 费 尔 马 定理 知 f(z) 二 0, 又 由 题 设 知 ,六 (z) 在 [0;a],a 二 
0 上 存在 , 则 六 (z) 在 [0,a] 上 连续 ;在 (a,5) 内 可 导 . 
由 拉 格 朗 日 中 值 定理 知 ,存在 和 EC0,7z), 色 E(t,a) ,使 
f0)=70)— f= 0—DF(8) =—rf (8) 
f(D)=f 0)—f() = (DF) 
则 挛 (o) 一 产 (0) 王 (ea 一 z) 性 () 十 r 产 (5) ,两 边 取 绝对 值 ,得 
| Po) 一 产 (0) | 王 | (a—DF 6) 十 rz 全) | aD | FE) | 十 = FE) | 
二 A TAA 
| FW— F000) I< D+ lf | 


即 AG ESA mA) 


二 六 < arctan b— arctan a 人 
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题 型 134 在 某 一 区 间 (a， b) 不 等 式 命题 成 立 的 证 明 


思路 启迪 : 方法 1 利用 函数 的 单调 增 减 性 ,一般 需 作 辅助 函数 ， 上 风 休 衣 题 各 
如 下 : 
(1) 通过 移 项 或 恒 等 变形 后 移 项 使 不 等 式 一 端 为 零 ， 男 一 端 即 为 所 
作 的 辅助 函数 F(z),; 注意 : 由 于 要 对 所 作 辅 助 函 数 F(x) 求 导 , 所 以 
要 求 其 分 母 不 含 对 数 函数 和 有 反 三 角 函 数 , 避 免 求 导 麻烦 ! 
(2) 求 F(z) ,判别 其 符号 ,从 而 得 出 F(z) 的 单调 增 减 性 . 
(3) 求 出 F(a)、F(b) 或 Fi (a)、 F-(b), 其 中 至 少 有 一 个 为 零 或 知道 
i 
《4) 由 (2)、(3) 即 可 得 出 证 明 。， ee 
| 方法 2 ， ,辅助 函数 的 作法 与 方法 1 的 类 似 ， 但 是 F(z) 比较 的 不 是 丽 ， 
数 的 端点 值 ,而 是 极 值 与 最 值 . 具体 方法 : 
“(0) 作 辅 助 函数 F(z); 
(2) 求 F(z) 在 区 间 内 的 最 大 值 或 最 小 值 ; 
(3) 由 方法 2 中 的 (2) 即 可 得 出 证 明 . 


例 17 证 明 : 当 0<z<1 时 ， 二 < 


arcsin TX~ 


分 析 : 原 不 等 式 合 一 一 一 l= em —Zz arcsin x>0(0<z<1) 


六 arcsin 芯 
证 ; 邻 F(z) 二 (1 十 zx)ln(l 十 x) 一 V1 一 x* arcsin 工 , 则 
F(z) = ln(l 十 zx) 十 (1 十 zx) 1 二 十 有 nm a 
一 jn 十 z) 十 arcSim 工 之 0 元 所 (0,1) 


re 


所 以 函数 F(z) 在 区 间 (0， i 而 且 F+ (0) 二 lim F(z) 一 0, 所 以 对 任意 的 0<z<1, 有 


Br sR C00 me mt J en 0 WT Oe 行 Es 
| 2 


arcsin 工 
例 18 证 明 ; 对 任意 实数 zx, 有 1 二 zln(zx 十 V1 二 xz) 宇 vV 1 十 zz， 
证 ; 令 F(z)= 二 1 十 xln(z 十 V1 十 x ) 一 V1 十 x ; 则 


F(z) = nz + VBE hs 
a 


二 lnGz 十 VI 十 之 ) 


令 玉 (z) 一 0, 得 xz 一 0, 杰 (0) 一 一 二 二 | =1>0. 
令 下 (xz) 二 0, 得 z= 二 0,F (0) ee > 
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所 以 z= 二 0 为 FF(Cz) 在 (一 se, 十 ce) 内 唯一 的 极 小 值 点 ,于 是 z= 王 0 为 下 (z) 在 (一 ce, 十 ce) 
内 的 最 小 值 点 , 即 F(z) 宇 FC(0) 二 0, 故 对 任意 实数 xz, 有 1 十 zln(zx 十 V1 十 x?) 宇 V 1 二 zz. 
例 19 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,了 (0) = 0, 对 任意 的 z € (0, 了 有 ),0 二 了 (x) 六 五 证明 .: 


[J redz] 三 | faz. 
t 2 t 
证 : 令 Fo = {| rodz] 一 | fond GD 


则 FD =2 fd DD -FO = [2 fnDd FWD EH) (2) 

对 ,gp() 求 导 得 

gb = 2f0) —2f DF 0) = 2f U1— (0) 

由 题 设 知 , 对 任意 的 xzE (0,1) ,0 过 f(z) 三 1, 则 f(z) 在 区 间 (0,1) 严 格 单调 递增 ,又 由 题 
设 知 f(0) 二 0, 所 以 对 于 任意 的 +t€E (0,1), 有 f(D0, 所 以 g (人 宇 0, 即 p(t) 在 区 间 (0,1) 单 调 
递增 ,由 式 (2) 可 知 ,p(0) 二 0, 所 以 对 于 任意 的 i:E (0,1), 有 gC 三 0, 从 而 FF (7) 宇 0; 由 式 (1) 
可 知 ,FC0) =0, 所 以 对 于 任意 的 t(0,1), 有 (D>0, 取 :=1, 即 [| fCa)dz | | f(z)dz 


成 立 . 


题 型 135 ”文字 不 等 式 的 证 明 
思路 启迪 : 转化 为 函数 不 等 式 证 明 . 方法 如 下 : 
分 析 或 观察 a,b 出 现 的 次 数 , 若 某 个 大 于 等 于 2, 则 该 文字 设 为 
Z, 移 项 (有 时 需要 作 其 他 简单 变形 ) ,使 不 等 式 一 端 为 零 * 而 另 一 端 即 
为 所 作 函 数 . 然后 利用 函数 的 单调 增 减 性 来 证 明 不 等 式 . 


ED) 
例 20 设 5a 二 0,; 证 明 ; In 2 ; 


分 析 : 原 不 等 式 咏 (a 十 b) (ln pg 一 In a) 一 2(6 一 a) 守 0. 
将 5 改 为 zx, 则 文字 不 等 式 转化 为 函数 不 等 式 (a 十 Xz) (ln zx 一 ln a) 一 2(x 一 a) 之 0,zx>a. 
证 : 邻 (z) 二 (a 十 ZX) (nz 一 ln 4a) 一 2(x 一 a) ,x 之 4; 则 F(z) 在 [a, 十 2) 上 三 阶 可 导 , 且 


F(z) 二 mz-Ina 二 (a 十 翅 二 一 2 一 Inz 了 Ina 直 急 一 1 
1 
人 区 
所 以 , 当 zz 之 a 时 ,F(x) 单 调 增加 , 即 
F(Z) >F. (a) = limF (zx) ;0 


es F(z) 在 [a， 十 co) 上 单调 增加 ,所 以 ,对 5 二 a 二 0, 有 
FC(b) SD:F (a) = lmF(z) = 


I*a 


由 此 得 到 
(a+b)(nb—lna)—2(6b—a)>0 


第 13 章 “ 浮 数 访 程 与 不 等 式 证 明 287 


5 2(6—a) 
即 In a > atb 


例 21 设 函 数 了 (z) 在 [a,b] 上 连续 ,上 且 f(z) 二 0, 证 明 : | yd] > pr (ba): 
证 : 今 F(x) =| fwa| 双 FB —(z— Qs 于 举 


Re ezj| tp ge 


et] a 人 2di 


= [A ACz) tf-2]d>0 


fC FRE 
上 式 因 为 f(z) 之 0; 所 以 达 十 人 >>z; 所 以 下 (zx) 单调 增加 ,于 是 , 当 b 之 a 时 ,有 


FD F(R 
F(bp) 宇 F(a) 二 0, 即 


小 ( )dz| ai 
沽 2 A f(z) EF a 


题 型 136 ”函数 f(x) 二 阶 和 二 阶 以 上 可 导 的 不 等 式 命题 的 证 明 


思路 启迪 : 利用 泰勒 公式 证 明 . 证 题 程 序 如 下 : 
(1) 写 出 比 最 高 阶 导 数 低 一 阶 的 泰勒 公式 ; 
(2) 恰当 选择 等 式 两 边 式 与 zo( 不 要 认为 展开 点 一 人 zo 为 最 合 
适 ， 有 了 时 以 过 为 佳 )， 即 可 选 ; _ 
左边 一 zi 者 彼 三 fe) tf Cm) rm) te 
有 时 为 了 方便 ,也 可 写成 : 
左边 三 Fzo); 在 边 三 Wt 
(3) 根据 所 给 的 最 高 阶 导数 的 大 小 或 界 对 展开 式 进 行 放 缩 .“ 


V 时 


例 22 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 二 阶 可 导 , F(0) 三 Fi) ,| 了 f(z)| 和 A. 
证 明 ; |/(z)|< 全 . 
证 : 将 f(z) 展 成 一 阶 泰勒 公式 : 
Fo) = J DHS DO D+ O02) (1) 
fCD = /D+FDI-D +L 2) (2) 
式 (2) 减 式 (1) 得 ; f (0 -Ls :f(y:, 且 | 产 (z) | 过 A, 则 
pA le 人 LF) 1 lf 7 < <Az 二 会 (1 一 x) = 会 [2 十 (1=z)*] 
令 p(x) 二 th ,TE (0,1)—>max{g(z)} 二 1; 故 
0<—r<1 
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FFea 1 二 和 
例 23 设 产 (z) 在 [a,; 妇 上 存在 , 且 f(tq) 二 fF (6)==0, 证 明 : 存在 一 个 EE (a;0), 使 得 | (8)| 宕 
1 
wa lf fl. 
证 : f(z) 在 To ELa,bj] 处 的 一 阶 泰勒 展开 式 为 
f= fH Gao) Ta) Ds a) 01) 
令 zx 一 2,m=a 代入 式 (1) 得 
f/(3)= ORRAOl Grd a)t CA (ee— 
Ll f (EN 6— 
I Ey 


(2) 
同 理 可 得 


/区 有 (全 人 G) 
式 (3) 减 式 (2) 得 


则 

& ,|f C8)||7 (8&)| 

&,|f (&) | IF (8)| 
| f(0) 一 Fo) | 志和 | FC8) -| 


GB— atl fF) | 十 | fe) | 
yo 2 ] 


取 s=| , 即 | f°) | =max( C6 ), VC8)), 则 


题 型 137 杂 例 入 


1. 利用 形似 法 作 辅 助 函 数 证 明 不 等 式 
例 24 设 f(z) 在 (一 co, 十 oo) 内 可 导 且 有 界 , 又 对 任意 xE( 一 oo, 十 oo), 恒 有 |f (2) 十 f cs 
证 明 : |f(z)| 志 1. 
分 析 : 由 结论 很 难 作出 辅助 函数 ,只 能 从 条 件 |f(z) 十 六 (z)| 志 1 入 手 ; 令 f(x) 十 (z) 二 0 
可 得 eF(z) 一 C, 可 作 辅 助 函数 F(z) 一 ez)， 
证 : 作 辅 助 函 数 F(z)= 二 ef (z), 则 F(z)= 二 ee[f(zx) 十 f(z)]. 得 |F (zx)| 志 e, 即 一 外 声 
F(z) 过 e*, 则 有 


人 


一 | eqr<| F'ndz<| A 
eef()— limef(z) =ef(r)<e 
故 一 1 寺 f(z) 志 1; 即 |Cz)| 志 1. 


例 25 证 明 ; 一 2+9 < lel 寺 


误 避 > 
1 十 la 十 6b| 1 十 |al “1 十 5)* 
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证 : 设 pGCz) 王 二 (zx 二 0),， ; 则 yz)= 守 上 >>>0. 于 是 当 z>0 时 ,gp(z) 严 格 单调 增加 . 
又 lat6b| 志 |al 十 15|; 故 g(la46b|) 过 gljal 十 15|), 即 


区 = < 所 = Nl ea wl a | 
1 十 | & 十 六 | lliadlTi5 | 二 二 |ia | 十 | 瑟 | TT 入 和 FT 


2. 利用 插值 法 证 明 不 等 式 

例 26 设 /(z) 在 | 一 去 ,a ] 上 是 非 负 可 积 且 满足 | zf(z)dz 二 0, 证 明 ; 
1 天 本 | f(x)dz 
分 析 : 作 辅 助 函 数 F(z) 一 (z 十 十 ) Co 一 z) 7Cz) 过 0， 
证 : 令 FCz)= (z+ 二 )(a—z)f(z) ,f(z)>0,zE [一 志 ,'a], 则 F(z) 三 0. 所 以 
[F(adr>0 
即 
(z+i)(a—zf(r)dr>0 
| fr@ar | fer)det (a -| zf 0dr >0 
又 | ,zf(z)dz =0, 才 
La)dz -| xz! f(x)dz 

3. 引入 参数 法 证 明 不 等 式 
例 27 假设 了 (zx) 在 [0,1] 上 连续 ,f(1) 一 f(0)==1, 证 明 : | .Fecadz = 
分 析 : 因为 1 = f(D 一 fC0) 一 | 了 (zx)dz = 二 1, 可 从 | [六 (z) 十 4Jdz 之 0 入手 . 
证 : 显然 | tw 十 4 了 dzr 宇 0, 即 六 十 及 十 | 产 CDdz 壹 0, 所 以 济 别 式 

A=4—4| f*(Wdr<o, 
即 
| codz>1 

4. 利用 变量 代 换 法 证 明 不 等 式 

例 28 设 F(z) 在 (一 co, 十 co) 上 连续 , f(z) 一 | ”sin edz, 证 明 : e | f(z) |<2. 


证 : 令 一 e, 则 二 ln ud 一 二 du 于 是 


290 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


€ et 
i e 
COs er cos em 襄 cos wo 
ez etl i uz? 
中 tl | 
170D 1< 吉 下 二 |， 二 一 二 十 和 一 十 |” 一 系 
即 


人 < 


第 2 篇 ”线性 代数 题 型 


六 六 


第 14 章 行列 式 


14.1 重要 定理 和 性 质 


1. 行列 式 |4| 的 性 质 
(1) 143| 王 14| ,行列 式 转 置 , 值 不 变 ; 
(2) 交换 两 行 ( 列 ) ,行列 式 变 号 ; 


x 其 


《3) 尺 


kaa 


Ci 


x x 


列 式 某 行 元 素 后 所 组 成 的 新 行列 式 : 
注 : |24 | 天 有 1A| ,| kA | 王妃 14 ,4 是 7 阶 和 矩阵 . 


aitba … anttbs |= |an 
注 : |4 士 B| 关 A| 士 |B|. 
(5) 将 行列 式 某 行 ( 列 ) 的 (常数 ) 倍 加 到 男 一 行 ( 列 ) 上 去 ,其 值 不 变 . 
注 : 可 利用 该 性 质 将 行列 式 变 为 三 角形 行列 式 . 
2. 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 


(4) 


|41， = 

it toh 

A | et . 

ansAy 二 "TaxnAs 二 作 区 到 
14.2 “重要 结论 


(1) 设 A4,B 为 n 阶 方 阵 , 则 |AB|==|4|1|B|=|B|14|=1BA|; 


| , 即 一 个 常数 乘 以 行列 式 等 于 这 个 常数 乘 以 该 行 
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注 : @ 一 般 4B 了 BA, 但 |4B|=|BA|; 
@ 若 A,B 为 非 方 阵 , 则 |4B| 关 |BA|. 


6 的 引 二 | 二 二 4 二 性 | 本 
A O A GCG i A OQ ee: 
cll 拓 9 GE |e 
下 DO Awxn 
注 : 中 & 二 (一 D™ |A1|B1( 方 法 为 一 直 作 行 交换 ). 


© l: 5 | #1AD Bcl ( 当 且 仅 当 4AC=CA; 等 号 成 立 )。 
(4) 范 德 蒙 行 列 式 . 《要 求 记 住 形式 和 结论 ) 


1 1 “* 1 
元 
三 ，  。 | 二 -有 [ (x, 一 zj).《 所 有 可 能 差 项 相 乘 ) 
4 s . lj<ien 
2 到 1 千 安 zr! 


注 : 若 2 syT2 9 9 互 不 相等 , 则 该 行列 式 不 等 于 零 . 
(5) 设 如 ,zy… 是 A 的 nn 个 特征 值 , 则 |A| 二 142…h. 
一 般 地 , 设 了 (Ac042 十 41 十 号 十 一 二 2 
对 应 地 ， f=aNr ta +m antA a 
则 | fC4) | 二 fG1)f 02)** F041). 
(6) A 一 BC(A,B 相似 ), 则 |A|==|B|,|f(4)|==1f(B)|. 
注 ; 可 通过 特征 值 ,矩阵 相似 求 行列 式 . 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 


题 型 138 ”与 行列 式 的 定义 和 性 质 相 关 的 命题 
思路 启迪 : 行列 式 

5 天 ES 

2 Be i 到 Dia ay 
Unl Qn2 I Sn 
注 : nn 阶 行列 式 的 每 一 项 是 元 个 不 同行 不 同 列 的 元 素 的 乘积 . 

@ 第 1 个 下 标 按 自然 顺序 排列 ,第 2 个 下 标 为 一 个 n 级 排列 , 即 
由 不 同行 不 同 列 的 nn 个 元 素 的 排列 ,逆序 数 天 ii … 思 ) 确 定 符号 ， 其 
中 任 一 排列 入 记 …is 的 逆序 数 z(iiio…i;) 可 按 下 式 计 算 : 

T( 入 记忆) 二 入 后 达 比 译本 的 数 的 个 数 十 记 后 边 比 记 小 的 数 的 
个 数 十 … 十 -1 后 边 比 z 思 -1 小 的 数 的 个 数 
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例 1 填空 题 . 
(1) 在 5 阶 行列 式 中 ,项 asasaiasasazs 的 符号 应 取 
《2) 4 阶 行列 式 中 , 带 负 号 且 包 含 因子 azs 和 和 asl 的 项 为 ; 
(3) 如 果 刀 阶 行列 式 中 , 负 项 的 个 数 为 偶数 , 则 wn 二 ; 
(4) 如 果 阶 行列 式 中 等 于 零 的 元 素 个 数 大 于 x? 一 n, 那 么 此 行列 式 的 值 为 , 
-并 
有 
(5) 在 函数 jz)=|> -3 。 ， 
1 到 
解 : (1) 适当 调整 该 项 元 素 位 置 ,使 第 一 个 下 标 按 自然 顺序 排列 , 则 第 二 个 下 标的 排列 为 25 1 
3 4, 其 逆序 数 为 4, 故 取 正 号 . 
(2) 由 行列 式 的 定义 可 知 ,包含 因子 az 和 aal 的 项 必 为 iQ 23 A3104 ,其 中 2 了 7 必 为 2,4 或 
4,2, 又 此 项 符号 为 负 , 所 以 i 3 17 为 奇 排列 ,从 而 i=4,j 二 2, 故 该 项 为 awwazsaaiaz. 
(3) n 阶 行列 式 中 ,共有 nl! 项 ,其 中 正 、 负 项 各 占 一 半 , 若 负 项 的 个 数 为 偶数 , 必 有 ?之 4. 
(4) 2 阶 行列 式 中 ,共有 ww 个 元 素 , 若 等 于 零 的 元 素 个 数 大 于 zw 一 n; 那 么 不 等 于 零 的 元 
素 个 数 就 小 于 ,又 n 阶 行列 式 的 每 一 项 是 n 个 不 同行 不 同 列 的 元 素 的 乘积 ,所 以 必定 为 零 ， 
故此 行列 式 的 值 必定 为 零 ， 
(5) 根据 行列 式 的 定义 * 仅 当 a1zazaassaws 这 4 个 元 素 相 乘 时 才能 出 现 xz 项 ,这 时 该 项 排 
列 的 逆序 数 为 1, 故 含 x 的 项 系数 为 一 1. 


题 型 139 数值 型 行列 式 的 计算 
1. 低 阶 行列 式 的 计算 


思路 启迪 : (1) 根据 行 或 列 的 特点 ,利用 行列 式 的 性 质 化 为 上 (下 ) 三 角形 行 


中 ,zz 的 系数 是 _。 


列 式 
tax ie, 22 二 CGO | 
0 “az | | 外 
. » -二 ENz . Wi | | QH1C227 ”Cr 
: oe 
yo OY het ay a Inz wie 


(2) 根据 行列 式 展开 定 理 或 分 块 年 阵 的 性 质 降 阶 求解 . 


例 2 计算 下 列 行列 式 . 
2 Cr ,sd ST 玫 
3 7 二 7 中 DEE=2 Zul e221 2 2 3 
全 he da 
2 


4z ,| 
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4 5 2 一 2 
=3 ; 4| Lik | Jorn 六 
解 : (1) D = 区 人 性 -pe 
并“ 一 属 2 6 42 
1 5 2 1 二 
(D+(2) 0 2 6| ‘cars) |0 1 ED 
B38 | 1 i th 
QI 2 内 DE 二 二 Zw 
二 了 2 2 一 和 2 
(罗汉 (一 2 二 (3) 0 1 1 3 xo | 0 1 3 Ne 
(2)X1+(4) 0 0 =3 0 0 0 二 0 
0 0 SS 0 3 
CE 
Ns TD 
SI 3 一 0 TY 
在 二 放 3 0m T45 一 S 
人 二 这 1 0 < 一下 T= 1 0 0 
C2]—[1] Zr 和 20 时 计 0 = ta “| 2 一 1 0 0 
BBL lw 1 2 2 3%=—3 y | Se Ls 
tr —3 z—7 —3 4z 3 zx—7 —6 
C2 ,| 2 二 2 = 
二 。 一 5Zz(Z 一 1) 
2x—2 1 vs; 


注 : 利用 性 质 时 ,尽量 将 某 些 元 素 化 为 零 ,尽量 不 出 现 分 式 . Lj 表示 j 列 ; (表示 i 行 ; 呈 表 示 
行 (或 列 ) 对 调 . 
2. n 阶 行列 式 的 计算 


思路 启迪 : 观察 n 阶 行列 式 , 一 般 利用 以 下 方法 : 
(1) 若 行列 式 中 有 较 多 元 素 为 零 ， 则 可 直接 用 定义 计算 
(2) nh 可 尾 各 行 (或 列 加 到 同一 行 (或 
列 ) 中 去 . 
(3) 对 于 三 线 型 行列 式 ， 即 除 某 一 行 、 某 一 - 列 、 Poe 
其 余 元 素 全 为 零 ,一 般 通 过 菜 行 (或 列 ) 加 上 其 余 各 行 (或 列 ) 的 二 定 " 
倍数 化 为 上 三 角形 或 下 三 角形 行列 式 进 行 计算 . 
(4) 车 所 求 行列 式 某 一 行 (或 列 ) 至 多 有 两 个 非 零 元 素 ， 
(或 列 ) 利 用 行列 式 按 行 (或 列 ) 展 开 定 理 降 阶 处 理 . 
(5) 利用 递 推 公式 或 数学 归纳 法 . 
(6) 拆 分 法 ,就 是 将 行列 式 适 当 拆 分 为 若干 个 同 阶 行列 式 之 和 . 


一 般 对 该 生 
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(7) 加 边 法 ,就 是 在 值 不 变 的 情况 下 ,对 原 行列 式 加 上 一 行 一 列 再 进 
行 计算 . 常见 的 加 边 方 法 为 : 
:bh bh ; -Dr SP b, 


A A 1 I ; 
0 vy” a Sy din 


ilalaid2 "AQ2n 
Si 机 
CT dn Qnm 


> 0 C21 C22 nen G2n 


0 log me le 

(8) 利用 已 知行 列 式 进行 计算 ,特别 是 范 德 蒙 行列 式 . .6 
1 二 | 

= 王 人 一 二 (所 有 可 能 差 颈 相 乘 关 

局 2 时 l<j<i<n 

2 1 区 JS nl 人 

若 有 a ST2 9" Pn 互 不 相等 ; 则 该 行列 式 了 等于零， 

注 : (1) 一 (4) 为 常用 方法 . 


0 A 
0 6 2 iD 4 
例 3 计算 行列 式 D 二 - 


到 YOU 0 0 
人 
解 : 此 行列 式 刚 好 只 有 7 个 非 零 元 素 al -ya yar-iiyamn， 故 非 零 项 只 有 一 项 : ac- 
gorse iiam ;又 FC 一 1D)G 一 2)…2 1 内 一 名 二 一 全 ,所 以 
万 = (一 1) ” 12.3%(n— n= (= 1) nl 
0 半 汪 7 
5 
例 4 计算 行列 式 D,=| ， 。 ， 和 
中 
解 : 观察 此 行列 式 后 发 现 , 各 行 或 各 列 元 素 之 和 均 为 a 十 (n 一 1)b, 于 是 
a 


on 
i lo a 
帮 > 人 a 
& 十 (2 一 1)5 aa 十 (2 一 1D)D a++n—D6 … 04 十 (2 一 1)2 
者 和 背 b a b 二 6 


b b b We a 
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th 
=[at+(n—D| : 
Bh BA 
1 0 Oe 0 
po ei (此 时 行列 式 
: 变 为 下 三 角形 ) 


© 
. 
© 


[| 芭 寺 大 二 而 
pb 0 QO i —b 
二 [a 二 (n—1)bl(a—O)™ 
注 : 请 记 住 该 题 的 结论 . 


友人 元 一 二 n 
Ee 1 
例 5 计算 生 列 式 D, 二 | 。 1 


nn 220 汉语， 
解 : 观察 此 行列 式 后 发 现 ;各 行 或 各 列 元 素 之 和 均 为 人 “号 ,于 是 


Hn 2 3 Se 
2 
Dp, 各 列 加 到 第 1 列 2 Be n 1 
“ut Te RD 
人 1 一 n 
_nntDIl 3 n 1 
2 


0 NY 1 we 1 ] 一 二 本 = 2 一 
| , ，| “(从 第 n 行 开始 ,后 一 行 减 去 前 一 行 ) 


(9 .0 1 1 
1 1 1 Ll 
2 1 a 1 
2 
-= 类 过。 1 1 
中 二 改 1 1 1 
a : 人 “0 
2 : ; A 
1 1 0 


= 于) 一 太 十 (x 一 2) [O01 一) 一 1J"”* | (利用 例 4 的 结论 ) 
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三 (一 1 7 (x1) 
2 


JE 反 2 
SD Ws 
例 6 计算 行列 式 D,=|2 2 3 2 


2 

解 : 此 行列 式 中 除 主 对 角 线 元 素 外 ,其 余 元 素 均 为 2, 于 是 
一 1 2 0 ne 0 
9 0 


ee (此 时 ,第 1 询 只 有 an = 一 1 尖 0) 
加 到 各 列 上 : 2 5 
0 2 0 »* 从 一 人 
人 0 0 
0 1 wee [0 
| i 
0 性 12 一 2 
CR 惠 1 1 


例 7 计算 行列 式 D,==| 1 0 ww … “0 |, 其 中 as*…ari 才 0. 
4 WW 们 vr 
解 : 由 于 aia2…ci-i 天 0, 可 得 Qi 关 0,4z 关 0,…,an-1 关 0, 所 以 用 下 式 计 算 
第 1 列 十 (一 二 )X 第 2 列 十 (一 十)X 第 3 列 十 … 十 (一 二 一 )X 第 n 列 


于 是 
mW 一 
RS 
i=1 Qf 
0 2 0 de = 
a 0 ne Sl ou (e 之 
0 0 0 “9 Qa-1 


a i ore 2 vai 
2 
C2 


一 
1 272 A 1 
a Grtibr a brt Qt Or rei-1 


其 中 is0,60A0(i=1 eR 
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解 : Da 二 afa8 CaaxH | : 


: : , 
pr 
b Da 
1 Sh 
= alal*maan 人 = 


i 
和 | 
天 一 羽 


题 型 140 ”行列 式 的 余子 式 或 代数 余子 式 线性 组 合 的 计算 
思路 启迪 : 利用 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 定 理 

anA tanAn Se I : 

QA Ft mA = 


jk 


其 中 Aij 为 代数 余子 式 ,As 王 (一 DM ,Mi 为 余子 式 ,是 将 5 
所 在 行列 元 素 划 掉 后 剩余 元 素 按 原来 的 位 置 排列 组 成 的 行列 式 . 
由 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 公 式 可 知 , 反 过 来 ,车 要 求 某 行 ( 列 ) 的 对 


kA 十 … 十 A; 或 


应 元 素 的 代数 余子 式 的 线性 组 合 


li Ai 二 2 四 证 LA 


all Qi12 Q1n 
4 Qji—11 ,Wi—1l2 Qj—1n 
则 有 kiAjt*…TkAn=| A kz ka 
Qj+Il Qi+12 Uji+1in 
Gnl Qn?2 Um 
ll ss QR Uy na 
C21 ETI ls azktl C2n 
或 Ah 二 A - = 
Cn se A Va A Um 


即 半 化 为 二 小 元 阶 行列 起 的 计算 . 
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2 
Ja Ca 
例 9 已 知性 三 5 2 Ti' 求 A 十 A +2A. 
LS 
解 : 因为 Ais 十 Azss 十 2Ass 一 Aji 十 Azs 十 0。Ass 十 2Ass 
0) 
1 VON 上 
将 14 | 二 i 罗 1 | 的 第 3 列 转化 为 1,1,0,2) , 故 
全 有 
> 一 人 
We 
A 十 Azs 十 0。Ass 十 2Ass = 二 jn 训 
一 1 4 土 坟 2 
dr 和 
5 
例 10 设 5 阶 行列 式 D=|3 3 3 2 2|, 试 求 
> 0 
ed a i 


(1) Azi 二 Azz 十 Azs 及 Azi 十 Azs; 

(2) As 十 As 十 As 及 As 十 As. 

其 中 人 5 是 万 的 元 素 a5 的 代数 余子 式 ,] 二 1,2,3,4,5. 
解 : (1) 由 于 Az ;Aws ,Azs，Aas;Azs 是 也 的 第 2 行 各 个 元 素 的 代数 余子 式 , 而 第 1 行 的 前 3 个 
元 素 相同 ,后 两 个 元 素 相 同 , 此 外 第 3 行 也 具有 相同 特性 ,所 以 ,将 DD 按 第 1 行 和 第 3 行 展 
开 , 有 
auAa TT dzsAy tT ansAzs aA asAzs 一 0 
asiAzi 十 aszAz 十 assAx amAzassAzs = 0 


即 
4X(Aa 十 Azs 十 As) 十 (4Ax 十 Axs) 三 0 
人 XAsi 十 A 十 Aa) 十 2 XCAz 十 Ass) =0 
解 方 程 组 得 A31 十 As3 十 Azs 二 0,Az 十 Azs 二 0. 
(2) 由 解 (1) 的 分 析 可 得 
人 十 Riz2Aiz 十 aAss 十 auAa 十 isAss =0 
aslAasl 二 aazAsz 十 assAss 十 aiAa 十 cssAa 一 也 
即 


4 (Aal 十 Ass 十 Ass) 二 (Aa 二 As) 一 0 
SB (Aa 十 As 二 Ass) 二 这 X (As 十 Ass) 一 9 


解 方程 组 得 As 十 As 十 As 一 一 号 ,Aa 十 As5 = 号. 
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83089/0 9，。 在 冤 
Sr 2 

例 11 设 4 阶 行列 式 D 一 |。，_， 0 |, 求 它 的 第 4 行 各 元 素 的 余子 式 Ma 十 Me 十 
二 


Ma 二 RM 之 和 其 中 Mj; 是 DD 的 元 素 as; 的 余子 式 ,7 二 1， 2,3,4. 
解 : 由 于 anAy 十 awzAsz 十 mwaAss 十 awAnu 二 D, 所 以 
al (一 Ma) awzMe taw(— Ms)tauMy =D (1) 
当 ay=—l1,aw=1,as=—1,au=1 时 , 式 (1) 左 边 成 为 Ma 十 Ma 十 Mis 十 Mu ,于 是 
3 0 4 0 


Mi 十 Miz 十 Ma 十 Mu = oe = 一 28 
41 好 3 a 0 一 7 0 0 
= 


题 型 141 计算 抽象 行列 式 


思路 启迪 ; (1) 利用 行列 式 的 性 质 ; 
(2) 利用 特征 值 、 相 似 矩 阵 的 性 质 计算 行列 式 . 
@ 设 丸 ,hsh 是 A 的 个 特征 值 , 则 |A| 二 1X2*… 
一 般 地 , 设 。 f(A) 二 aoh" 十 arA™! 十 … NA 
对 应 地 ， f=a0N" aN" 十 党 十 元 -这 十 0 
则 | .FA4)| 王 Fi) FOQ2) GD 
@@4 一 BGA 了 相似) 则 14| 王 | 了 3 74) 三 |7CB)1. 


例 12 填空 题 . 
3) 是 4 的 第 7 列 , 则 |4A: 一 24A ,34A, ,Ai | 二 


(2) 设 4 为 3 阶 方 阵 , 且 |41=4, 则 | (二 4A) |= 


(3) 设 和 A 为 3 阶 短 阵 ,B 为 4 阶 方 阵 , 且 |4|=1,18|== 一 2, 则 ||BIA|= 
(4) 若 @i ,602,03 :Pi ,Pp 都 是 四 维 列 向 量 , 且 上 阶 行列 式 |(a yazyoas, 启 ) |=nm, | (gi yoz， 
应 3403 ) | 二 n, 则 4 阶 行列 式 | (@; ;02 ,01 ,Pi 十 应 ) | 二 
(5) 设 wyasz vas 均 为 三 维 列 向 量 , 记 和 矩阵 有 三 (aaazyas) ,了 3 一 (ol 十 az 十 aayati 十 202 十 
das ,ai 十 3xz 十 9 ) ,如 果 |4| 到 1 那么 | 了 三 
解 : (1) 此 题 需要 综合 应 用 行列 式 的 性 质 . 
| As 一 24 .3Az,A | 三 | As 3A， 人， | 半 | 一 24， ,3A2 ,Al | 
三 | Ai ,34 ,Ai | 十 0 
二 一 | A ,3A;,A; | 
=—3|A,Az,As |=—3 |A|=6 
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-全 


(3) oe 区 | = 一 & 
(4) 利用 行列 式 的 性 质 , 有 
| (as ,oayoi, 记 十 有 | =| CasaiyBD |F| (C03 ,0 ,0 ,PB) | 
一 一 | Kay as ) | 十 | (aa ,aas ,Bs0;) |= nC—m 


G) |( 去 A ) |=|ia: 


(5) 由 题 设 进行 转化 
B= (artost oa 20 + de ;0 + 30; 十 90s) 


hls 多 两 
一 人 (ar 2 Cs) | 1 ZW 
Ee:) 
1 Da 
于 是 有 |B|=|A| .11 2 3|=1X2=2. 
9 


1= 4 | | | 

” 注 : 第 (5) 小 题 中 已 知行 列 式 |4|; 要 求 与 之 相关 的 行列 式 |B| 时 ; 要 想到 利用 和 矩阵 的 性 质 写 出 
和 矩阵 B 的 列 向 量 组 关于 和 矩阵 4 的 列 向 量 组 的 线性 表示 式 , 关 键 是 转化 为 用 矩阵 乘积 形式 表 
示 . 一 般 地 , 若 

hi = ay@ 十 aa20d 十 … 十 CnCn 

应 = azi0i 十 azz02 十 … 十 CQanCn 


Bn = Qn Ares tam 


dl U2 “*** QQml 
a a “0 a 
则 有 (Bb 应 oem 有 ) 王 (ai G2 ™ i) 和 总 
QIn Gon bia Cm 


例 13 填空 题 . 

(1) 著 4 阶 和 矩阵 妹 与 吾 相似, 矩阵 4 的 特征 值 为 2,3,4,5, 则 行列 式 |B 一 E| 二 

(2) 设 A=aa' ,其 中 w 为 三 维 列 向 量 , 且 a a 二 2, 则 行列 式 |E 一 A”"| 二 
解 : (1) 根据 相似 和 矩 了 泗 有 相同 的 特征 值 ,导出 矩阵 B 的 特征 值 也 为 2,3,4,5. 因此 BB 一 EE 的 特 
征 值 为 1,2,3,4, 于 是 B 一 E 的 行列 式 等 于 其 特征 值 之 积 , 即 |B 一 E|== 

(2) 由 Aa 二 (aa')a 二 2@ 可 知 4 的 一 个 特征 值 为 2: 若 取 垂 直 于 w 2 
维 向 量 yi1,Y;; 则 有 AY 二 (gan 二 a(a Ti) 一 0; 同 理 ,AY; 一 0, 所 以 0 是 4 的 二 重 特征 值 . 因 
此 ,A 的 特征 值 为 2,0,0, 于 是 一 4" 的 特征 值 为 1 一 2 ,1,1, 故 | 五 一 如 | 一 1 一 2 


0 0 
下 人 


B’ 十 24B 十 4 一 B= 二 E, 求 行列 式 |B 十 BA|. 
解 : 本 题 要 求 | 了 :十 B4| ,但 是 条 件 中 没有 BA, 可 利用 行列 式 的 性 质 进行 转换 . 
|B: +BA |=|B(B+A) |=| (B+A)B |=|B++AB| 


302 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


而 B 二 4B 一 E 十 B 一 A 一 AB 二 (E 十 B)(E 一 A), 所 以 
1B’+AB | 一 | E+B||E—A| 


因为 
2 0 
| E+Bl|= |2 4 | 1|= 12 
752 |.=1 


|1E—A|=(1—2)(1—3)(1—4) =—6 
所 以 |B: 十 BA|==|B* 十 A4B|=|E 二 +B||E 一 A| 二 (一 32)» (一 6) 一 72. 
例 15 已 知 3 阶 非 零 实 矩 阵 4 王 (oj )sxs 满 足 oj 一 Ai Gy 王 1, 2,3) ,其 中 作为 元 素 az 的 代数 
余子 式 ,r(4 十 已) 三 2 ,方程 组 (4 十 2BE)x=0 存在 非 零 解 , 求 行列 式 |A 一 El. 
解 : 由 (4 十 瑟 ) 王 2 及 方程 组 (4 十 2B)x 一 0 存在 非 零 解 可 知 
IA4+E|=0 |24+E|=0 
则 4 有 特征 值 一 1, 一 2， 又 由 a 二 Aj(i,j 二 1,2)3) 可 得 
| 44* |=|44'|=|4|:,|A4" |=|41:==>14|=0 或 |4|=1 
因为 A 非 零 ,所 以 A 中 存在 非 零 元 素 ,不妨 设 ai 了 0, 于 是 
| A | 三 anAn +awArw 十 asAis = a 十 a 各 十 ds 天 "0 
所 以 有 |A| 二 1, 故 


I | | = = 六 (因为 A1 = 一 1,1s = 一 2) 


所 以 
14—El= 0 一 DO 一 DOs 一 D =-2X(3) x (-)=—3 


第 15 章 和 矩 阵 


15.1 疆 阵 的 运算 性 质 


(1) 矩阵 的 相等 : 相等 的 矩阵 必须 是 同 阶 和 矩阵 , 即 具 有 相同 的 行 数 和 列 数 , 设 A 二 
(ay )wxn 有 一 (Baxn 则 用 一 Ba 一 六 (二 12 一 1 2 

(2) 矩阵 的 和 与 差 : 设 4 三 (ay )wxn;B 二 (6 )wxn; 则 A 土 B 二 (Gai 证 by )wxn; 即 两 个 同 阶 矩 
阵 相 加 ( 减 ), 为 其 所 有 对 应 元 素 相 加 ( 减 ). 

(3) 数 乘 矩 阵 : 网 王 ECai )mnxs 二 (kas)mnxn， 矩阵 的 加 法 和 数 乘 运算 内 满足 下 列 运算 规律 : 

@ 交换 律 A 十 B==B 十 A. 

@ 结合 律 (4 十 B) 十 C=A 十 (B 十 C0) , (kL)A==(k)A. 

@ 分 配 律 。、k(4 十 B) 兰 碎 十 女 ; 十 DA 一 无 十 凤 ; 

以 上 A,B,C 都 是 mXn 阶 和 矩阵 ,k,l 为 数 . 

(4) 矩阵 的 乘法 : 设 4 二 (esi )5ix: 盏 三 人 (05 已 则 矩阵 A,B 的 乘积 为 A;xsB,x, 二 Cx ,其 
中 Ci =anby 十 %…* 十 asby: 和 矩阵 乘法 满足 下 列 运 算 规 律 ; 

结合 律 (4B)C=A(BOC). 

分 配 律 (4 十 B)C=AC 十 BC,C(A4 十 B) 二 CA 十 CB. 

数 与 乘积 的 结合 律 ”(k4)B=A(kB) 二 &(4B). 
注 : @ 4AB 关 BA; @ AB 二 0 塘 A4 一 0 或 B 二 0. 

(5) 方 阵 的 寡 : 对 方 阵 A, 定 义 4:= 二 A，A…A(k 个 A 相 乘 ) 为 4 的 上 次 寡 . 特别 地 , 若 存 
在 整数 mm, 使 得 4” 二 0, 则 称 4 为 寡 零 矩阵 . 方 阵 的 短 满 足下 列 运算 规律 : 

人 


15.2 重要 结论 


1. 三 种 运算 
取 转 置 A7、 取 逆 47!、 取 伴随 4" 三 者 之 间 的 关系 如 下 : 
(1) (AT)T=A,(AB)'=B'A'T,(kA)'=kAT, (4A 土 了 B)I 一 4I 士 BIT; 


(2) (A-1)-1=A,(AB)-!=B-1A- (1A) 1 TA ,(AFB)-1ZA-1+B-i; 


(3) (4 ) 一 |4| 呈 24, (4B) 一 有 4 ,(k4)" =k"'A" ,(A+B)’A' +B’; 
(4) (AT) I=) ,MD)" =(A") ,MA )* =(A"). 
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2. 有 关 A-! 的 结论 

(1) |A| 关 0; 

(2) r(A)=n:; 

(3) 4 的 行 ( 列 ) 向 量 组 线性 无 关 ; 

(4) Ax 二 0 只 有 零 解 ; 

(5) 4 无 零 特 征 值 . 

3. 有 关 A" 的 结论 

(1) A4A" =A* A=|A|E; 

(2) 若 4 可逆 , 则 A* = 二 |414 7 ; 

(3) |A' | 二 [A|" A")"=|A|"™A, (kA")=E" A 


nr(A)=n 
(4) rr(A" = 


0,7r(A)—n—1 
A'O 0 0 
(5) 到 1 dy ia 和 A y 
a 0 ee 0 | 
O IAlIBIB™ OF |AIB’ 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 | 
15.3，， 逆 给 阵 
题 型 142 有 有 关 逆 矩阵 的 计算 问题 


思路 启迪 sn 求 1, 则 一 般 用 以 下 方法 : 
OD 4 二 和 |4"( 当 n>354" 求 解 较 麻烦 ,不 适合 用 这 种 方法 )， yA4 


为 二 阶 时 ,| “| = 二 主语 | “|, 主 对 角 换 位 ,次 对 角 级 交 
符号 

@ 用 行 初等 变换 (A ; 本 )- (EB: A), 适 用 于 n 之 3 的 情形 ,特别 
是 7 一 3. 

@ 用 分 二 矩阵 求 弟 (C>4 时 )， 


chao 中 = 每 | 


0©B 0 和, 5 
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J NT HA A 
(ji) 一 |， 


OB O 到 一 : 

A OO A! O 
Ci》 I'S | es 5 

0 Al @ B™ 
Civ) a -| 的 


(2) 车 A 为 抽象 矩阵 , 求 A-1, 则 一 般 用 定义 ;车 A 满足 (4A) 一 0, 站 
出 AB==E 的 形式 , 则 4 一 B-1. 


8， 
例 1 设 A=|2 4 0|, 求 (4 一 2E). 
天 
1 op 
解 : A 一 2E 二 |2 2 0| ,用 初等 变换 法 : 
信守 0 和 
oe 2 人 0 
: (2)+(—2)X (1) J 
2 2 0i0 二 | -FOOD 0 一 2 2 : .1 性 
1 Ww 1 OTT 一 2 "0:—]1 0 1 
Rs 
So 0 RG 
0 一 2 —2:—2 1 0 
Ca 下 2 TL 0 0 
从) 闪 1 一 一- ! 
cs SM EOD 二 2 
op A 2 | ot 2 
0 2 0 0, Qnr 2 rl 1 res 
We oe 0 0 
1 
(3)X (一 亏 ) i 
2 “ds 0 了 
党 
LS 本 3 
I 
00 3 人 2 
(DFG K—2) 0 1 0 和 0 ， 
2 2 
i i 
0 3 7 
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= 汪汪 天 上 上 四 
2 2 2 
= Ll 
故 WA | 3 0 3 
Te 
2 2 2 
注 : &4 为 & 乘 以 A 中 的 每 个 元 素 , 即 A 二 (kai). 
ol 
二 《有 [主动 0 共 
例 2 设 4 一 |。 人 1| ,求人 
| 
| -i Ai!'! —Ai'CBi'! 
解 ; 用 分 类 算法 . 设 4 | 5 |" 则 4 -| 办 | 
i | 2 了 =| 2 站 
又 因为 Ai | ,| = 了 =|_， 1| (人 天 孟 ) 
ee 
本 -| | = 二 | =[ -| nse 
所 以 Arc = 一 | -| al Se , 
i =] MO 1 
-- 下 -| 2 i 4 
0 二 = 远 LD Bl | 
oa 
od he 古训 让 
故 dl =1 
0 0 1 > 


例 3 已 知 n 阶 矩阵 A 满足 A’ 一 4 一 5E 二 0, 求 (4 一 3E) . 
解 : 首先 设法 分 解 出 因子 A 一 3E. 
由 A 一 A 一 5E 二 0 可 得 A 一 A 一 6E== 一 E, 即 有 (A 十 2E) (4 一 3E) 二 一 E, 即 

(—A—2E)(A4—3E)=E 

故 (4 一 3 五) 一 一 一 A 人 一 2 也. 

注 : 如 果 题 设 条 件 为 矩阵 等 式 , 讨 论 某 矩阵 的 可 闭 性 、 求 逆 矩 阵 问题 时 ,一 般 都 是 将 已 知 等 

式 化 为 “ 口 ， 口 =E” 的 形式 进行 分 析 , 记 住 “ 求 谁 就 分 解 出 谁 ”, 即 “ 口 ? 中 之 一 必须 为 所 求 

和 矩阵. 

例 4 已 知 闵 ,Y 是 n 维 列 向 量 ,满足 XTYY=2, 令 A 二 E 十 XY' , 求 (4 十 E)“. 

分 析 : 设 瑟 一 : 


Tn 


yi 


，Y=|: , 则 


Yn 
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1 
里 久 一 (2 十 zx 十 … 十 zn 二 2; 为 一 数值 . 
Vn 
Tl GD me i 
| = ;为 一 甜 阵 . 
Tn TO ”TAX 


解 , 令 XY'=B, 于 是 A=E 十 XY 二 E 十 B. 又 及 一 XYT 。XYT 一 XCYTX)YT 一 2B, 而 4 一 BE 一 B， 
从 而 (4 一 E)*=2(4 一 E), 即 4? 一 44 十 3E 二 0. ， 
因为 A 一 44 一 5E 二 一 8E, 可 化 为 (4 十 E) (A 一 5E) 二 一 8E, 也 可 为 


(A+E)( 一 言 )(4 一 5E) 一 下 


故 (A+E)” 一 一 二 (4 一 5B) 


题 型 143 ”矩阵 可 逆 的 证 明 


思路 启迪 : (1) 对 于 矩阵 人 4 已 给 出 具体 元 素 的 形式 ,一 般 验 证 |4| 是 否 等 于 0. 
若 |4A| 天 0, 则 人 可 逆 ; 和 否则 ,不可逆 . 
(2) 对 于 矩阵 A 为 抽象 的 形式 ,一 般 寻 找 一 个 与 A 同 阶 的 方 阵 BB, 若 
48 一 三 (KE 天 0) , 即 可 证 明太 可 逆 . 
(3) A 可 逆 全 hx 一 0 只 有 零 解 . 


例 5 已 知 4 为 n 阶 矩 阵 ,E 为 n 阶 单位 阵 , 且 (4 一 E)? 二 3(4 十 E)?, 则 Q@ A 可 道 ;@ A 十 E 可 
道 ;@ 4 十 2E 可 道 ;@ A 十 3E 可 道 ; 以 上 结论 中 正确 的 有 ( 

CAI 个 XB)2 个 ”。 (C83 个， aD 
分 析 : 利用 矩阵 可 道 的 定义 或 性 质 即 可 . 
解 : 由 (4 一 EE): 二 3(4 十 E)? 可 得 

A’—2A 二 E=3(A? 十 24 十 E) 二 A? 十 44 十 E= 二 O 

于 是 

A(A 十 4E) 二 一 E, 则 A 可 道 ; 

A 十 44 十 3E 二 2E 过 (A 十 E) (4 十 3E) 二 2E, 则 A 十 E,A 十 3E 可 道 ; 

A 十 44 十 4E 二 3E 二 (A 十 2E)*= 二 3E, 则 A 十 2E 可 逆 . 

故 本 题 选 (D). 
例 6 设 4,B 都 是 n 阶 矩 阵 ; 已 知 A 一 E,B 者 可逆, 昌 (A4 一 E) “二 B* 一 E, 证 明 : 4 可逆, 并 求 
它 的 逆 和 矩阵 , 
分 析 : 矩阵 乘法 不 满足 交换 律 ,与 矩阵 相交 换 有 联系 的 主要 是 道 矩 阵 的 定义 式 . 因此 ;在 计算 
或 证 明 中 , 若 涉及 抢 阵 相交 换 的 情形 , 则 应 尽量 从 道 矩阵 的 定义 着 手 分 析 . 
证 : 由 (4 一 E)-!==B' 一 E 可 得 (A 一 E)(B* 一 瑟 ) 一 五 , 即 4AB "一双 一 B 二 0. 

所 以 有 A(B* 一 E)= 一 B". 因为 B 可 遂 , 所 以 B* 可逆, 所 以 A(B" 一 E)(B*) 一 五 , 故 和 4 
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可 逆 , 且 A 1!==(B’* 一 E)(B*)!=E 一 (B* )=E—1HT: 


15.4 给 阵 的 运算 


题 型 144 有 关 拢 阵 运 算 的 命题 


思路 启迪 ; 利用 矩阵 的 运算 性 质 ， 若 求 和 ", 则 一 般 利 用 以 下 方法 ; 
(1) 求 出 A? As 5 找 出 规律 ,用 数学 归纳 法 证 . 


(2) 若 7(4) 二 1, 则 A= 


(bi,*…,b,)=@p' , 且 
Qn | 
Ql 
Pei 一 〈b 2) 


= ab eta, = 


an 
一 > 一 op ofp: TT Oo a (Bro):(pro)pB = pA 
| Ai 
(3) P-14P 一 | =A=>A=PAP '=>A"=PA"P. 
An 
例 7 填空 题 . 
(1) 设 A== 方 (B+E), 则 当 且 仅 当 及 一 时 ,A?=A. 


(2) A 一 B: 二 (A 十 B) (4 一 B) 的 充分 必要 条 件 是 
2 
解 : (1) A'=A | 二 (B+E) | 一 广 (B 十 E)3B? 一 E, 故 应 十 E. 


(2) A’—B: 二 (A 十 B)(4 一 B)SO=AB 一 BASSAB 二 BA, 故 应 填 AB 二 BA. 
例 8 单项 选择 题 . 
(1) 设 4, 了 为 元 阶 对 称 和 矩阵 , 则 下 面 四 个 结论 中 不 正确 的 是 ( ). 
(A) 4 十 B 也 是 对 称 和 矩阵 (B) AB 也 是 对 称 和 矩阵 
(C) 4A" 十 B”(z7z 为 正 整数 ) 也 是 对 称 矩 了 泗 (D) BA 十 4B" 也 是 对 称 和 矩阵 
(2) 设 A,B,C 为 n 阶 方 阵 , 若 4B 二 BA,AC 一 CA, 则 ABC 等 于 ( ). 
(A) ACB (B) CBA (C) BCA  (D) CAB 
解 : (1) 利用 枚 举 法 ,和 逐 项 计算 转 置 ,看 是 否 为 对 称 窍 阵 即 可 . 因为 (4AB) 7 一 BT4 一 BA, 但 一 
般 BA 尖 4B, 故 (B) 为 应 选 答案 . 
(2) ABC= 二 (BA)C 一 BC(AC) = 二 BCA, 故 (C 〇 ) 为 正确 答案 . 
1 0: 直 
0 1W0 
W041 


例 9 设 A= ; 求 47. 
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解 : 方法 1 用 数学 归纳 法 . 


CE 0 1%00 .3 
因为 4 一 |0 1 0|,42 一 44 一 |0 1 0|,43 一 42 .4 一 |0 1 中 
00, 0 0E 入 O00 1 
1 0 n—l 
一 般 地 , 设 4 一 一 |0 1 0 |, 则 
OF 0 1 
LO SEE 02 这 On 
AY = 和 二 |0 , 带 0 | 1 = 1 | 
0 9 1 0 & 1 9 "QF 
4 有 六 
由 数学 归纳 法 知 A" 二 |0 1 0|， 
OT 攻 
方法 2 ”利用 对 角 阵 和 主 对 角 线 为 零 的 上 三 角 阵 寡 的 特点 进行 计算 . 
1 Op 1 全 0 人 0 0 宙 
令 4=|0 1 0|=|0 1 0| 十 |0 00|=E 二 8B, 其 中 B==|09:01 0|5 则 
eB ce | QT 人 人 © 


A"= (E+B)"=EF'+n. EB + me + 


6 0 ano Wi 0 0 
因为 B= 二 I|0 0 0||0 0 |- 0 0 0|, 所 以 B= 二 O(k 之 2); 所 以 
OO “OO LO Oy . LO0s :0° /0 
| Er 故 才 
A"=(E+BY=EF*+nsE "B=E+nB=|0 1 0 
QR OE 
1 Sab 
例 10 已 知 矩 了 泗 A=| 一 ] 1 一 2|, 求 矩阵 A,A? 和 A™. 
2 


分 析 : 计算 方 阵 的 高 次 寡 是 一 种 常见 的 题 型 , 除 用 数学 归纳 法 外 ,还 应 注意 结合 方 阵 本 身 的 特 
征 进行 讨论 ， 本 题 的 关键 是 注意 到 4 的 秩 为 1, 则 :4 可 表示 为 


1), 
A= |—1 .1,—2|=,—1|( -1 2)=m 
-省 2 


PQ 为 矩阵 ,而 QP 为 数值 ,利用 和 矩阵 乘法 的 结合 律 4 一 PO PQ 一 P(QP)Q 王 6PQ 达到 简化 的 


目的 . 
1 
| 
2 2 1 2 
42: 一 PO. PO=P(QP)Q=6PQO=6A,A’=A’ 。 4 一 64 . A=6A’=6°4. 


| ' 2 
mae- lo = 2 1 2 LB 
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一 般 地 , 设 A“! 二 6"”A; 则 A* 二 4“! ，A 一 6* “A 。 A 二 6*'A. 
根据 数学 归纳 法 ,有 人 4 一 6 4, 于 是 
大 一 滨 


人 一 6 于 591 二 4 1 =2 


2 | 4 
| 0 1 0 © 
例 11 已 知 AP=PB, 其 中 B=|0 0 0|,P=|2 一 1 0|, 求 4 及 45. 
0 0 —1 的 Wi 1 
分 析 : 观察 此 题 ,B 是 对 角 阵 ,B* 可 以 很 方便 地 求 出 来 . 
i 0 
解 : 先 求 出 P1=| 2 一 1 0|, 因 为 AP 一 PB, 所 以 
= 
1 0 QL 0 0 1 0 0 1 0 0 
sar —1 0llo 0 | 2 1 一] 中 -| 1 | 
和 To 0 = Wl 6 一 1 一 1 
45 一 (PBP-:)(CPBP-1)CPBP-I)CPBP-D)CPBP-:) 
1 0 6 
=PBiP'=PBP =|2 0 | 
6 一 1 一 1 


题 型 145“ 求 矩阵 的 行列 式 


思路 启迪 : 本 题 型 通过 给 出 与 行列 式 相关 联 的 方 阵 、 伴 随 阵 、 逆 和 矩阵、 向量 在 指 
定 运算 下 所 构成 的 行列 式 的 计算 ,达到 考核 这 些 概 念 的 运算 性 质 \ 行 
列 式 的 性 质 等 目的 ,因此 ,这 些 概念 及 性 质 务必 非常 熟悉 . 


la ee 
例 12 已 知 A:B 一 A 一 BE,A== 0 2 35] 
= Om 
分 析 : 本 题 求 矩阵 的 行列 式 , 先 对 已 知 矩 阵 方程 进行 变换 ,然后 再 求解 . 
解 : A:B—A—B=E—(A:—E)B=A+E=>(AT+E)(A—E)B= (ATE) 
=>|A+TE||A—E||B|=|ATE| 
2 0 0 0 1 
而 | 不 十 了 | 王 | :0 3 0|=18 关 0, |4 一 E|= 0 1 0| 王 2 天 0 所 以 
-2%00 2 一 2 0 0 
[| 工学 


例 13 设 A 为 3 阶 方 阵 ,A 为 4 的 伴随 矩阵 , 且 |4| 二 云 , 试 求 |(34)- 一 24* |. 
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解 ， i '4" 二 |A1471== 语 4 1, 且 |A- 趾 二 入 [二 2; 所 以 
-= 2 WT 趾 寺 | 一 和 st a a dit 
| (34) [一 | 41—A A 和 ) 142 1 一 一 劳 


例 14 设 4 是 2” 阶 窍 阵 ,满足 447 一 已 (了 是 2 阶 单位 矩阵 , AT 是 4 的 转 置 )，|4| 一 0, 试 求 : 
14 十 五 | . 
分 析 : 为 了 计算 14 十 E| ,需要 利用 已 知 条 件 44I 三 五 ,可 以 这 样 考 虑 : 

(1) 直接 把 |4 十 E| 中 的 EE 用 AA" 代替 ; ; 

(2) 抢 阵 4 十 已 右 乘 以 AI ,然后 取 行 列 式 . 
解 : 方法 1 因为 

| 4 十 五 | 王 | 4 十 44T |= 王 14 | | 五 十 AI |=|A|| (E+A)' |=|A||E+A| 

所 以 (1 一 |41)14 十 E|==0. 又 因为 14|<0, 所 以 1 一 |4| 这 0, 故 |4 十 五 | 一 

方法 2 和气 阵 4 十 已 右 乘 以 AT, 并 取 行 列 式 得 

| (4+E)AT |=| 44T 十 4T |=| E+AT |=| (E+A)T |=| E+A| 

即 |4 十 E|147|==|E 十 A|, 从 而 有 (1 一 |41)|A 十 E| 二 0, 又 因为 |4| 二 0, 所 以 1 一 |41 二 0， 
故 |4 十 五 | 二 


0 CI 0 0 0 
0 0 az 0 
例 15 设 A== : : : : : Qi 天 0 一 1 2 ,Nn 
GPa Oy sn de 
2 0 Q Ts 人 0 
则 |4| 中 An 二 Ag 十 … "十 A 二 
Aii 人 An oy An 1 
A a hl A 人 
te | | -jl | = 
2 3 2 Un MT [@) 
A Ah 从， 
0 0 “ee 
2 0 0 
Ql 
A 0 0 
U2 
0 0 1 0 
Qn—l 
则 AntAwt… 二 Aw 一 |A| "圭一 (一 Dieasas "二 


= laias** "Qjp—1Qk+1 ”Cn 
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题 型 146 “与 伴随 矩阵 相关 的 命题 
思路 启迪 : 一 般 利用 A* 的 性 质 和 结论 进行 讨论 ， 特别 是 A4" 二 A* A 二 |A|E. 


例 16 设 A,B 痢 是 阶 矩 阵 ,A* 是 和 4 的 伴随 矩阵 ,已 知 |4| 二 2,1B| 二 一 3, 求 124* B-!|. 


Kl | sn 所 TD Ln lng! 
解 : |24* B-| 一 2"|A* 1B 了 "| 和 2"1 和 A 半生 - 
“i 
例 17 已 知 3 阶 矩 阵 4 的 道 和 矩阵 为 4 一 王 |1 2 1|, 试 求 伴随 矩阵 4* 的 道 矩 阵 . ， 
下 了 下 
解 : 因为 A* =|A|4 一 ,所 以 (A* ) 一 一 (AI 一 放 1 二 人， IA. 
J 
se 2 1 的 道 矩阵 ,用 初等 行 变 换 法 ,得 
Td 3 
| 
Ry | 
1 2 gd jl i 1 0 
| ,BT ll i 
0 GE 天 一 S -04 潮 
Ql 
Wt 
所 以 A=| 一 1 1 0|. 又 因为 |4 下 |==2, 所 以 
二 红 和 
2 | 沁 
a 
2 2 5 2 = 
Ca dl /Mo ol oH 
i 和 人 
5 


例 18 设 4 为 风 阶 可 逆 矩 阵 , 且 4 一 |4| 五 证 明 : A 的 伴随 阵 A" 一 4. 

证 : 因为 4 为 n 阶 可 道 和 矩阵, 所 以 4 一 |4|4 盖 一 |41E4 一 一 424 一 一 4. 

例 19 设 A=(as), 为 n 阶 方 阵 ,满足 A47==E,|A4|=1. 证 明 ; ai 一 Ay (i,j 二 1,2,…,n), 其 中 
A; 为 A 中 元 素 a5 的 代数 余子 式 . 

证 : 由 题 设 可 知 A47 一 E, 又 根据 公式 44* 二 A* A 二 |A|E 可知 44" 二 E, 所 以 A4" 一 人 AT ,两 
边 同 时 左 乘 以 A !, 得 4" 一 47, 即 (A;) 二 (ay)' 二 (ai), 亦 即 as= 二 As(i,j 二 1,2,*…n). 
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15.5 和 初等 矩阵 


题 型 147 ”有 关 初 等 变换 和 初等 矩阵 的 命题 


思路 启迪 :〈1) 利用 初等 矩阵 的 定义 \ 性质 及 与 初等 变换 的 关系 . 对 算 阵 和 施行 
一 次 初等 行 ( 列 ) 次 换 , 相 当 于 左 ( 右 ) 乘 以 同类 型 的 初等 斥 阵 . ” ” : 
(2) 三 种 初等 行 ( 列 ) 变 换 ， 
@ 交换 两 行 ( 列 ); 
@: 某 行 ( 列 ) 乘 以 某 常 数 尼 倍 
@ 某 行 ( 列 ) 的 倍加 到 另 一 行 ( 列 ). 
(3) 让 种 初等 变换 所 得 的 矩阵 ,分 别 记 为 : 
: E; ;Ei:(k)(k #0), E(k) (或 瑟 (G7 + i(k))) 
性 质 如 下 : 
DEI=E,; ;E(k)—=E(k) ;E(k)=E;(k). | | 


四 Es!=Ey; E(k)= =E,( 二 ):Es CO 一 =E, C—&k). oe 
® EF; =|E; |E7'=—E,; Er (©)=|E(D|En (R=AECE) 
Es (=|E, (|E; (B=E; Ch). 


例 20 设 A 是 3 阶 和 矩阵 ,将 4 的 第 1 行 乘 以 (一 3) 加 到 第 3 行 得 到 4, 将 B 的 第 1 列 乘 以 


| 
(一 3) 得 到 Bi, 惹 4B 二 |2 5 7|, 求 AB. 
4 8 6 
解 : 由 题 意 可 得 
I 0 a a 
ye 二 | 
- 术 - 坟 7 0> 二 1 
则 
1 
人 一 寺 0 0 
2 ,一 
po ol bp 和 与 
3 0 


又 因为 P4 王 4 一 4 一 P- A ,BO 王 Bi 一 B 王 BO ;所 以 


1 0 0]f0 3 1][- 寺 00 
AB=PABO*=|0 1 oll2 5 7|| 1 
3 流 
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人 可 
0 闫 3 二 1 者 10 0 a 
-es el 沁 
人 了 1 少 
和 守 和 由 外 有 各 虽 折 吉 玉 村 1 迁 守 可 3 
i 1 0 0 -00 
ste 1 0|;07'=| ”0。 1 | 是 初等 矩阵 
9 0 se 
1 0 TOY /Ou 3 1 | 
' 让 | 5 ri 5 7| 施 行将 第 1 行 乘 以 3 加 到 第 3 行 的 初等 变换 . 
3 0 hd 8 4 8 三 
0 35 到 06 省 
5 | 5 si 5 “7 | 施行 对 第 1 列 乘 以 (一 寺 ) 的 初等 变换 . 
A 4 17 没 


例 21 设 A4 是 3 阶 方 阵 ,将 A 的 第 1 列 与 第 2 列 交换 得 B, 再 把 B 的 第 2 列 加 到 第 3 列 得 C， 
则 满足 AQ 二 C 的 可 逆 和 矩阵 Q 为 (  ). 


0 1 DT 
CA 0 we 
,| ow 1 
Ome GT.01 
(EL 0 .0 oa 5 世 
i OO 


分 析 : 根据 矩阵 的 初等 变换 与 初等 矩阵 之 间 的 关系 ,对 题 中 给 出 的 行 ( 列 ) 变 换 通过 左 ( 右 ) 乘 
以 一 相应 的 初等 矩阵 来 实现 ， 


6 过 L010 
解 : 由 题 意 BA4|1 0 0|,C=BI0 1 1|;, 所 以 
@ 人 
全 人 人 9 0 
C=All 0 | 0 1 1|=A|Il 0 -0 
YL V3 We: 
Qo 
从 而 0 二 |1 0 0|, 故 本 题 选 (D). 
0 六 台 
例 22 设 
[a Qi QI3 Um a Qi3 dl QH 
Q21 Ud22 G23 Ua es da4 Us3 CQ22 Uzi 
adsl Udaz U33 Us GQ34 03 dds? CQ3l 


Ua Us Us3 CQ44 Usd das3 Uaz Cd 
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9 81 mo © 
有 下 0 他 
Pi= 了 一 
0 OnxgO 0 二- 0 二 人 
OT. "0 CO OO 于 
其 中 有 可逆, 则 B™* 等 于 ( Dy 
(A) A 'P,P, (BY PIA P; 
(C) Pi.P.A (D) PsA !P, 


分 析 : 本 题 考查 初等 变换 与 初等 矩阵 之 间 的 关系 以 及 初等 矩阵 的 逆 矩 阵 . 本 题 只 要 观察 出 A 
与 B 之 间 的 变换 关系 ,再 由 初等 矩阵 Pi 二 Pi ,P7 一 P 的 关系 就 可 得 到 正确 选项 . 
解 : 因为 矩阵 B 是 由 矩阵 4 交换 第 2,3 列 和 第 1,4 列 所 得 (此 处 无 先后 顺序 ) , 故 有 
B==AP;P! 或 B= APiP; 
对 式 两 端 求 道 ,并 考虑 到 P7" 二 Pi ,Pz "二 PP ,可 得 
Bi = Pp A .BBA Be HeLap pA 二 TA 
可 见 (C) 项 正确 , 故 本 题 选 (C). 
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9 重要 定理 公式 和 结论 
16.1 重要 结论 


1. 有 关 线 性 相关 性 的 结论 
(1) 设 wi ;tmp，… ,0 为 n 维 列 向 量 ， 
中 > m=7; 则 @i ,wz ,0 线性 无 关 ( 相 关 ) 纪 | (ai 02 ,0 ) |==0( 关 0); 
加 若 w 志 如 则 ,0@2，…,@ 线性 相关 ; 
@ 若 m 二 n( 重 点 ) ,A 二 (qi ,az oo) 一 阶梯 形 ( 初 等 变换 ) ,可 得 r(4) 一 ” 
车 7 二 mn; 则 wa az ，… ,Qem 线性 无 关 ; 若 7 过 mx; 则 ua ,os ，……aw 线性 相关 . 
(2) 设 qi,@s，…,@ 线性 无 关 , 则 每 个 向 量 对 应 添加 分 量 后 , 仍 线性 无 关 ; 若 @i ,0@2，… ,a 


线性 相关 , 则 每 个 向 量 对 应 去 掉 某 些 分 量 后 , 仍 线性 相关 . 


(3) 向 量 组 整体 无 关 , 则 部 分 组 线性 无 关 ; 若 部 分 组 线性 相关 , 则 整体 相关 . 
(4) 车 @i,…y@ 可 由 记 ,及 线性 表 出 , 且 ;二 t; 则 ow,…,@s 线性 相关 ; 若 wi ya; 线 


性 无 关 , 则 ss 上 


2. 有 关 线 性 表示 的 结论 
(1) a ，…,@; 线性 相关 今 至 少 有 一 个 向 量 可 由 其 余 向 量 线 性 表示 ; 
(2) 若 @i，…;@; 线性 无 关 ,wi ，… ,a -Pp 线性 相关 , 则 及 可 由 01，"…,@; 唯一 线性 表示 . 


$ DB 可 由 Qtr""s0s 线性 表示 结 r(@i 0) 一 六 Qi 93829 和 5 ,Pp); 


@ 非 齐 次 方程 组 有 解 司 r(4) 二 r(A4). 

3. 有 关 秩 的 结论 

(1) oa ,as 可 由 Bi,…,P. 线性 表 出 , 则 (aa 0 Sr 1 
(2) rCAnxn)min(m,n) AAO,r(A)1. 
(3) r(4)=r(AT)=r(kRA) ,kAO. 

(4) r(4 士 B) 入 (4) 十 (也 )， 

(5) 4x, 了 ,>x: 王 DO, 则 (4) 十 ~(B) 和 7 

(6) r(AB)<min{r(A) ,r(B)}. 

@ A 可 道 或 r(hwxn) 二 no, 则 (4B) 二 7(B); 
@ B 可 首 或 r(B,x,) 二 n, 则 (4B) 二 r(4). 
(7) r(A,xn) 二 nS 沪 Ax 二 0 只 有 零 解 . 


(8) (0 "=r(A)+r(B). 
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@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
16.2 ”向量 题 型 


题 型 148 ”讨论 向 量 组 的 线性 相关 性 
思路 启迪 : 判定 向 量 组 的 线性 相关 性 可 用 如 下 方法 : 
(1) 利用 定义 . 
对 洗 向 量 组 Qiy02 035 设 ATi 十 Rz0z 十 … 十 KG 一 0: 
中 车 存在 不 全 为 零 的 ki skz,*** ,Rk, 使 上 式 成 立 , 则 QI 02 ”05 线性 


相关 

©@ 若 当 有 堵 仅 当 ee 上 式 才 成 立 , 则 Cl y，02 "Os 线性 
无 关 ' 

证 明 线 性 无 关 时 ,还 可 用 反 证 法 处 理 . 


(2) 利用 矩阵 的 秩 或 行列 式 . 
1 设 有 双全 元 维 列 向 量 组 gly0a ,Qnm, 若 A 二 (@ ,G2 ;Qn)， 
@ 车 mm 二 n, 则 当 |A| 关 0 时 ,oa ,C2，…,Qm 线性 无 关 ; 和 否则 线性 相关 . 
@ 若 mm< 7 一般 用 初等 变换 求 矩 阵 的 秩 . 
则 当 (A) = 时 , Qi cz，…，Cp 线性 无 关 ; 当 7(4) 二 7 时 ,@i， 
02，"…,Qm 线性 相关 ， 
(3) 判定 由 线性 无 关 向 量 组 工 线性 表示 的 向 量 组 开 的 线性 相关 性 问 
题 时 ,可 利用 如 下 方法 : 
设 T: aiyazy…yon 芽 : 应 应 ， 目 
应 一 CilCi 十 cizg2 十 … 十 camGm 
P=a om az tan nm 


Bb 一 Call 十 CszC2 sam 


Ql Qo ”Ci 
ry 
QIm G2m A Qun 

= 一 (or 02 Qn)A. 
则 当 - 关 4) 三 $ 时 , 记 ;Bs*** ,Bp 线性 无 关 ;rC(A) 过 s 时 ,所 ;Be,*…,BP: 线 
性 相关 ， 
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注 : @ 单个 非 零 向 量 线性 无 关 , 
@ 含有 零 向 量 的 向 量 组 一 定 线 性 相关 ， 
@ 基本 单位 向 量 组 &1 二 (1,0,…,0) ,gz 一 (0,1,…,0),*…,g, 二 
(0,0,…,1) 一 定 线 性 无 关 . 
两 个 向 量 线 性 相关 的 充 要 条 件 是 对 应 元 素 成 比例 . 
轿 若 wi ,oz，…','o, 线性 无 关 , 则 每 个 向 量 对 应 添加 分 量 后 , 仍 线 
性 无 关 ; 若 @i »Q2 ， 0: 线性 相关 , 则 每 个 向 量 对 应 去 掉 某 些 分 
量 后 , 仍 线性 相关 ， 
@@ 向 量 组 整体 无 关 , 则 部 分 组 线性 无 关 ; 若 部 分 组 线性 相关 ，, 则 
整体 相关 . 


例 1 设 向 量 组 Ql=(a0sc) az? 一 (ycy0) ,0; 二 (0,a,b) 线 性 无 关 , 则 a,b,e 必 满 足 -~ 
分 析 : 因为 om ,az ,as 线性 无 关 , 则 以 xi ,az ,as 为 行 向 量 组 成 的 矩阵 的 行列 式 不 为 零 , 即 可 求 
得 a,b,c 所 满足 的 关系 式 . 


解 : 设 以 a ,az ,03 为 行 向 量 组 成 的 矩阵 为 4, 则 |4| 3 三 2apc, 由 于 ol yazyoa 线性 


@ Qaic 
brc®O 
0 lay b 
无 关 , 所 以 |A| 隐 0, 即 abc 关 0. 


例 2 已 知 向 量 组 Qi = lo 2 1) 01,00 2 0 =(—1,—4, BR 线性 相关 , 求 k. 
解 : 向 量 个 数 小 于 维 数 , 故 用 和 矩阵 的 秩 讨论 . 利用 初等 变换 法 化 阶梯 形 . 


六 1 = 1 hl 
i 1 人 eo 0 = a 0 3 

2 EO = 0 -29 0 0 2 

2 k 0 J Qo 


可 见 , 当 k=2 时 ,r(4) 二 2 过 3, 这 时 向 量 组 ai ,wz ,as 才 是 线性 相关 的 ,所 以 二 2. 
例 3 设 4 是 7” 阶 矩 阵 演 是 2 维 列 向 量 ,车 对 某 一 正 整 数 &, 有 A“'x 关 0, 但 Ax 二 0( 规 定 A? 
为 n 阶 单位 矩阵 ) , 试 证 明 : 向 量 组 x,Ax,… ,A 'x 线性 无 关 . 
证 : 设 有 天 个 常数 1 sA2 yyA ,使 得 

A 十 AsAx 十 … 十 MA"!1x 一 0 Cd 
式 (1) 的 两 边 分别 左 乘 以 4 所 :可 得 
)AeIx 十 ?Atzr 十 心 十 MA 2 一 0， 

由 于 Atx= 二 A*t1x 二 … 二 A 2X 一 0 所 以 四 417x 一 0 而 4 天 0 所 以 性 0. 代入 

式 G) 得 
AzAx 十 … 十 NA* x 二 0 

式 (2) 的 两 边 分 别 左 乘 以 A“ ?可 得 X42A“!x 二 X43 和 x 十 … 十 AA* “x 二 0. 

由 于 Atx 二 A*T1lx 二 … 二 44 x 二 0, 所 以 AzA“!1X 三 0, 而 A* xz 天 0, 所 以 hz 三 0. 代入 式 (2) 
得 
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AsA2xX 和 十 "二 AA“!1xX 二 0; 

依 此 类 推 得 Xs 二 == 入 二 0. 

由 上 可 知 , 当 且 仅 当 为 = 二 … 二 胃 二 0 时 , 式 (1) 才 成 立 , 故 向 量 组 x,Ax ,…,A“!x 线性 
无 关 ， 
例 4 设 向 量 组 @ ,0s，,… ,a 线性 无 关 , 房 可 由 or,@s，…Q 线性 表示 , 遍 不 能 由 om ,op ,6 
Om 线性 表示 , 试 证 明 3 1 02 3""" ,0 PB 十 永 线性 无 关 . 
证 : 利用 反 证 法 . 

假设 1 »02 ， ,Oy ,Pi 十 应 线性 相关 ， 则 由 0 yy 2 线性 无 关 可 知 Bi 十 PB 可 由 Oi, 
27 90 线性 表示 ， 即 存在 常数 ki ,Rk2 ,*** ,km ,使 得 下 式 成 立 


Bii+pP = ke ke ka (1) 
由 于 及 可 由 oa ya ，…,Cnm 线性 表示 , 则 存在 常数 Li sl2 ss bm ,使 得 下 式 成 立 
PB = bet lm ln (2) 


于 是 由 式 (1)、(2) 可 得 
B= Ri— lt ko — Ll) ky — Lr) 
即 忆 可 由 ,0s，… ,Qn 线性 表示 ,这 与 题 设 了 矛盾, 所 以 ,02 ,…,Qm ,有 十 Bi 线性 无 关 . 
例 5 设 向 量 组 @i,@;,…,@ 线性 无 关 , 有 iioa 十 jz02 十 … 十 Ms, 其 中 心 和 0, 试 证 明 : 订 蔡 换 
;后 的 向 量 组 wi ,az ，… ,ai 有 CH， ,0 线性 无 关 . 


A1 
A 
证 : 因为 1 一 lai 十 zaz 十 … 十 MX, 一 (ai C2 … 05) ;所 以 
As 
(@i ts we Wi 有 = 
1 0 0 Al 0 0 
(Vm)! 0 Xz 0 0 
) 0 1 Wey 0 0 
We 
ee 0 ty 0 
0 Qs Arps 0 
0 0 0 0 0 
1 0 0 Ai 0 
0 1 0 A2 0 0 
0 0 Pires, 


| 本 本 
一 人 天 0， Qs 023 O01 P01 "Os 线性 无 关 . 
Dh RM i 故 wm ,@z 1 有 ai 


OO 
© 
© 
于 未 
[= 
© 
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例 6 设 CI »02 ”0m ,有 为 m 十 1(m 访 了) 个 列 向 量 ; 且 B=a: EE 试 证 明 : 向 量 组 
有 一 xi ;PB 一 G2 ，… ,一 0 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 @i yaz ，…,@a 线性 无 关 . 
以 三 寺 Yl! 可 


[号 
证 :. :; (Bw Bo bs) 一 (an QF vw Gan)| 1 1]:-- -0%, -Bi (1) 
‘| 0 
0 姑 | 册 攻关 了 4 帮工 
1 0 4 1 
记 4=|1 1 0 上 | , 则 14| 三 6 一 DG ID) 天 0, 所 以 , 当 woiyaz， ,Qn 线性 


£ ~ LY aes 0 
无 关 时 :8 一 al 8 一 cz， 一 ov 线性 无 关 , 充 分 性 得 证 . 
下 面 证 明 必 要 性 . 
由 式 ( 了 DD) 知 (@，@ … Qn) 二 (Bp 一 @1 Bp 一 Qa … 有一 co)4 !, 而 |A | 关 0, 所 以 当 
有 一 op 一 om 一 on 线性 无 关 时 ,@ ,oz ，… ,0 线性 无 关 . 
综 上 所 述 , 向 量 组 5 一 cl ,5 一 cz 一 ar 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 ai ;02，*…* ,Qn 线性 
无 关 . 
例 7 设 wi 王 (aayaizy…yaa )T(G 一 1,2, ,757<72) 是 7 维 实 向 量 , 且 Q1 02 ， Or 线性 无 关 . 
已 知 p= (61,5，,… ;6b,)" 是 线性 方程 组 
aiiZzl 十 az2zz 十 十 az 一 0 
az2izi 十 azzzz 十 … 十 azrzn 一 0 


anzl 十 az 十 罗 十 CnZn 一 0 
的 非 零 解 向 量 , 试 判断 向 量 组 Cl 02 0 Pp 的 线性 相关 性 . 
分 析 : 对 于 抽象 的 向 量 组 ,一 般 根据 向 量 组 线性 相关 性 定义 判断 @ ,6z，…,@;,P 的 线性 相 
关 性 . 
解 : 设 有 一 组 数 ki ,k2 3 四 ,使 得 


km 十 Poco 十 "十 kor TR =0 (1) 
式 (1 两 边 都 左 乘 以 友 , 得 
ki(B'o) ka (Bios) kp eo,) kB BP) 一 0 (2) 


由 于 PB 是 所 给 线性 方程 组 的 解 向 量 ,所 以 有 Prai 二 0(i 一 1,2,…,7), 代 入 式 (2) 得 
gk(B'P) 二 0, 于 是 由 所 p 了 0 得 &==0, 因 此 , 式 (1) 成 为 
km 十 有 aos 十 …… 十 Pr 一 0 
由 Qis@:，…,0; 线性 无 关 , 得 天 二 0G 王 1 2,…r). 
由 上 可 知 ; 式 (1) 仅 在 ki »k2 a 全 为 零 时 成 立 , 所 以 CI ,02 ar 有 线性 无 关 . 
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题 型 149 求 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 和 秩 


思路 启迪 : 求 向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 一 般 用 初等 行 变换 法 ， 首先 将 向 量 组 的 
各 向 量 作为 矩阵 的 列 , 然 后 对 上 述 和 矩阵 作 初 等 行 变 换 , 当 甜 阵 变 为 阶 
梯形 撼 阵 后 , 若 阶 梯形 矩阵 有 7 个 非 零 行 向 量 , 则 它 的 7 个 线性 无 关 
的 列 向 量 所 对 应 的 原 向 量 就 是 所 给 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 
此 时 向 量 组 的 秩 为 r. 具体 做 法 为 : 在 每 一 阶梯 取 一 列 , 则 对 应 的 原 
向 量 所 构成 的 向 量 组 即 为 极 大 线性 无 关 组 . 


例 8 求 向 量 组 @1 二 (1,3,230)7,@z:= 二 (7,0,14,3)T,@ =(2,—1,0,1)',@—=(5,1,6,2), 


@; 二 (2, 一 1,4,1)" 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 表示 成 这 个 极 大 线性 无 关 组 的 线性 
组 合 . 


解 : 4 三 (ol op ou a us) 一 


DO Pm 
一 


1 
3 
2 14 
0 
2 


2 
1 
0 
1 
7 2 5 
3 
0 
3 


| 

本 

| 

险 
FO —— Co 


人 B=(p PB PB PB PB). 
QU 

由 上 可 知 B 为 阶梯 形 和 矩阵 ,其 中 访 为 一 阶梯 , 庐 , 访 为 一 阶梯 , 房 ,Pi 为 一 阶梯 ,为 了 计算 
简便 , 取 极 大 线性 无 关 组 为 房 , 房 , 庆 , 则 由 吾 可 知 

PB 一 及 十 3 有 二 及 十 庆 十 访 . 

故 所 求 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 为 w ,as ,as, 且 az 一 aa 十 3as ,0 一 Cl 十 as 十 05. 
例 9 设 四 维 向 量 组 a 二 (ia,1,1,1)T, gs 二 (2,2 十 a,2,2)T, @s 二 (3,3,3 十 a,3)*, wm 二 
(4,4,4,4 十 a)7, 问 a 为何 值 时 @i ,62,03; 0 线性 相关 ? 当 @i, @2, 0, 0 线性 相关 时 , 求 其 
一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 将 其 余 向 量 用 该 极 大 线性 无 关 组 线性 表 出 . 
分 析 : 因为 向 量 组 中 的 向 量 个 数 和 向 量 维 数 相同 ,所 以 ,用 以 向 量 为 列 向 量 的 矩阵 的 行列 式 为 
零 来 确定 参数 a; 然 后 根据 a 的 值 确定 极 大 线性 无 关 组 . 
解 ; 设 以 ol yas yasyas 为 列 向 量 的 矩阵 为 A, 则 


Ta 2 3 4 

1 2 二 a 8 4 
e = (10 -+a)a? 
jy 1 wl SN LA 让 


1 2 3 4 十 a 
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于 是 当 |A|==0, 即 a 二 0 或 a= 一 10 时 ,@i,@2;@; ,Qi 线性 相关 . 
当 4= 二 0 时 ,显然 w 是 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,有 目 @; 二 2@i 03 二 3@1 ;0 一 4 ; 
当 “ 王 一 I0 时 ， 


9) de i 
| 
"ee 4 
ee 
—9 2 3 
由 于 此 时 A 有 3 阶 非 零 行列 式 | 1 一 8 3|== 一 400 关 0, 所 以 w ,azyas 为 极 大 线性 无 关 
2 二 7 


组 , 且 mw 十 oz 十 as 十 一 0, 即 mw 王 一 0 一 wz 一 03. 


题 型 150 ”有 关 向 量 组 或 矩阵 的 秩 的 计算 与 证 明 


思路 启迪 : (1) 若 算 阵 或 向 量 组 为 数值 型 ,利用 初等 变换 法 (可 以 行列 初等 变换 
并 用 ) 化 入 或 (@1，… ,Gm) 为 阶梯 形 , 则 7 二 阶梯 个 数 . 
(2) 车 矩阵 为 抽象 矩阵 ; 则 利用 秩 的 相关 结论 . 
(3) 利用 定义 ,对 于 向 量 组 ,其 极 大 线性 无 关 组 中 向 量 的 个 数 即 为 向 


量 组 的 秩 ;对 于 算 阵 A, 若 存 在 + 阶 子 式 不 为 零 ,但 任意 7 十 1 阶 子 式 
全 为 0, 则 定义 7(A) 二 rz. 


wi 
a | 
例 10 设 矩 阵 4 二 且 7(4)==3, 则 = 
1 0 
进 ' 也 村 衣 
分 析 : 由 7(4) 王 3 可 得 |4| 二 0, 从 而 可 求 得 . 
辣 江 砍 灿 前 
下 无 忆 士 , 强 
解 : 因为 "(4) 一 3* 所 以 14| 一 | we ]| = 人 +T3)( 一 1 一 0, 得 业 1 3， 
本 和， 


当 k 二 1] 时 ;A 二 ; 它 的 秩 为 1, 不 合 题 意 . 


于 
卢 二 户 人 必 
一 
一 


二 1 1 1 
时 1 1 
1 1 3 1 
1 1 = 


当 名 = 二 一 3 BAF ， 由 于 A 有 不 为 零 的 三 阶 子 式 
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一 3 1 1 
1 一 3 1 | ,所 以 7+(A) 二 3, 部 大 = 二 一 3. 
1 1 一 3 


注 : 解 题 时 ,对 使 |4|=0 的 每 个 ,还 需 检 验 它们 是 否 能 使 7(4) 二 3. 
例 11 设 A,B 为 4 阶 方 阵 , 且 7(4) 二 4,7(B)==3; 则 7(4*B* ) 一 
解 : 因为 ~(4) 王 4, 则 4 可逆 ,所 以 4" 可 道 , 而 >(B) 一 3 三 4 一 1, 则 r(B* 和 故 r(47B* ) 一 
7 (及 ) 一 五 
1 a 
3 一 ] 465|,B 是 3 阶 非 零 矩阵 , 若 4B 王 了 B, 则 ~(B) 一 
2 a C 
解 : 由 AB==B 可 得 (A4 一 E)B 二 0, 于 是 (4 一 E) 十 r(B)<3. 
0 2 
而 4 一 了 一 |3 一 2 0 
2 oe 
故 可 推 得 >(B) 委 1. 
又 由 题 设 知 B 隆 0,r(B) 三 1, 所 以 7(B8)==1. 
例 13 已 知 向 量 组 了 :@;y@2y@3; 和 卫 :@ ;2 ,603,04; 上 :0 ,0 0;. 如 果 各 向 量 组 的 秩 分 别 
为 r(I)==r( 卫 ) 二 3,r( 开 ) 二 4, 证 明 : 向量 组 @ ;G2;,@ ,0 一 Qs 的 秩 为 4. 
证 : 要 证 @ ,wz ;0s ;0s 一 @4 的 秩 为 4, 只 要 证 明 w ,az ,as ,0; 一 Qs 线性 无 关 即 可 . 
由 CI) 王 r(I) 王 3 可 知 ,alyazyos 线性 无 关 ,o 可 由 wmi yaz yas 线性 表 出 . 
由 7( 亚 ) 一 和 4 可知 ,ayazyosyos 线性 无 关 . 
利用 反 证 法 证 明 . 
车 Qs02 ;0,05 一 @s 线性 相关 ,因为 @i,@; ;03 线性 无 关 , 则 Qs 04 可 由 QO 02 03 线性 表 
出 ,又 ws 可 由 oozyas 线性 表 出 , 则 可 推 知 @s 可 由 Qi ;es ;Gi 线性 表 出 , 即 mi ,ti yw as 线性 
相关 ,这 与 条 件 是 矛盾 的 ,所 以 @i;@2 ,@3 ,Gs 一 线性 无 关 , 即 @i ,Gz sy@3 ,0; 一 Qi 的 秩 为 4. 
例 14 设 A,B 均 为 n 阶 方 阵 ,4AB4 王 下, 瑟 为 n 阶 单位 阵 , 证 明 : r(E 一 AB) 十 r(E 十 AB) 二 n. 
证 : 因为 4B4A 王 B ,所 以 二 BAB 一 已, 所 以 CE 一 4B)CGBET4B) 一 0O. 所 以 


例 12 已 知 4 王 


2 
一 一 6 天 0, 所 以 r(4 一 E) 之 2. 


r(E—AB)+r(E+AB)<n 全国 ] 
又 ( 开 一 4B) 十 (了 十 4B) 一 2 所 以 
天 (五 一 48) 十 7 了 -二 4B7) 之 rr(C2) = nn (2) 


所 以 由 式 (1)(2) 可 知 r(E 一 AB) 十 r(E 二 AB) 二 nn. 


题 型 151 有 关 向 量 的 线性 表示 的 问题 


思路 启迪 : (1) 是 否 可 由 @i，*…,@ 线性 表示 , 旺 宅 们 交 是 抽象 型 ， 则 二 般 用 线 
性 表示 的 两 个 结论 : 
个 车 CI ,0; 线性 无 关 ;01 ,0B 线性 相关 , 则 Bb 可 由 wi 9 
唯一 线性 表示 . 
0) BT 由 &iy ,0: 线性 表示 Sr7(@i，*… ,GQ;) 二 7(@i 2 :Pp). 
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(2 有 是否 可 由 交 19 0; 线性 表示 ,和 且 它 们 均 是 数值 型 , 则 一 般 转 化 
为 解 线 性 方程 组 ,方法 如 下 : 

令 有 一 司 wi 十 … 十 xs 看 能 和 否 找到 xieoxs 使 左 式 成 立 。 +t 

令 A 二 (oy,…,@;), 通 过 判断 Ax 二 B 有 唯一 解 , 无 解 和 无 穷 解 来 
求解 : ;WN 
(3) 房 ,，… 坟 是 否 可 由 Ci，…as 线性 表 出 , 且 它 们 均 是 数值 型 ; 则 二 
般 方法 如 下 : 

x t+ xo:—pB,i=1,.,t, 转化 为 方程 组 的 求解 . 

或 者 ,车 rr《@，*…* ;Qs) 与 7(@i ，… ,0 | 肌 ，…, 尼 ) 相 等 ， 则 可 线性 表 出 , 

若 两 个 向 量 组 1，…,a, 和 房 ,…' 必 可 相互 线性 表 出 , 则 两 个 向 


量 组 等 价 . 
例 15 单项 选择 题 . 
(1) 着 问 量 组 ab,Y 线性 无 关 ;@a,P,6 线性 相关 , 则 ( )， 
(A) & 必 可 由 0,B,6 线性 表示 (B) 和 必 不 可 由 @,Y,6 线性 表示 
& 6 必 可 由 ,BY 线性 表示 (D) 6 必 不 可 由 xs5,7 线 性 表示 


《2 设 向 量 可 由 癌 量 组 @1 »02 7 线性 表示 ,但 不 能 由 向 量 组 I :Qi ;0 ， …,Qm-1 线 
性 表示 , 记 疝 量 组 工 :0 302 0 ,5, 则 
(A) ov 不 能 由 工 线性 表示 ,也 不 能 由 开 线 性 表示 
(B) cw 不 能 由 工 线性 表示 ,但 可 由 下 线 性 表示 
(C) an 可 由 工 线性 表示 ,也 可 由 开 线 性 表示 
(D) a 可 由 工 线性 表示 ,但 不 能 由 开 线 性 表示 
(3) 设 产 维 列 向 量 组 weryasy ,0m《m<<n) 线 性 无 关 , 则 nn 维 列 向 量 组 所 , 忆 ;…,p 线性 无 
关 的 充分 必要 条 件 为 
(A) 向 量 组 @i yaz "2 可 由 问 量 组 所 ;Pa ,Bb,, 线性 表示 
(B) 向 量 组 房 , 记 ,…, 应 可 由 问 量 组 @i yoz ;… ,0 线性 表示 
(C) 向 量 组 1 02 Or 与 向 量 组 记 ,应 1 等 价 
(D) 矩阵 4 王 (ai ,wz yao) 与 矩阵 了 一 ( 记 ,永和 人 等 价 
(4) 设 向 量 组 wm ,@ ,os 线性 无 关 , 向 量 记 可 由 mazyas 线性 表示 ,而 向 量 惨 不 能 由 mw ， 
Q2 03 线性 表示 , 则 对 于 任意 常数 k, 必 有 
YA) @ ,0@z ,as ,好 1 十 甩 线性 无 关 (B) wi ,oz ,03 , 却 i 十 应 线性 相关 
CC) oa oz ,03 ' 记 十 好 线性 无 关 CD) oa yoayas ;所 十 女 ; 线性 相关 
(5 设 向 量 组 工 : @i;02 Cr 可 由 向 量 组 I: hp :应 »"" sp 线性 表示 , 则 
(A) 当 7r<s 时 ,向 量 组 本 必 线 性 相关 ”(B) 当 全 * 时 ,向 量 组 开 必 线性 相关 
(C) 当 <s 时 ,向 量 组 工 必 线 性 相关 (D) 当 一 * 时 ,向 量 组 工 必 线 性 相关 
解 : (1) 由 a,B,7 线性 无 关 知 a;,B 线 性 无 关 , 于 是 由 a,B,6 线性 相关 得 6 可 由 @ ,线性 表示 ， 
从 而 5 可 由 @,p,Y 线 性 表示 . 故 本 题 选 (C). 
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(2) 由 于 可 由 癌 量 组 Qi ,0 ,… ,Qn 线性 表示 ,所 以 存在 数 启 ,有 ,… ,kh , 使 得 下 式 成 立 
Bb = hi@g + kz@z TT "kim 
再 由 不 能 由 ri;y@o，…yGm_1 线 性 表示 知 ; 式 中 的 关 0. 从 而 
过/ 有 Ra Rm 
Qm 一 A 了 站 
则 wx 可 由 开 线 性 表示 . 

此 外 ,cv 不 能 由 工 线性 表示 . 事实 上 ,如 果 ww 可 由 工 线性 表示 , 则 因为 可 由 向 量 组 @i， 
Qz，… ,Qn 线性 表示 ,可 推 得 可 由 向 量 组 wi ,az,…,ao-1 线 性 表示 ,这 是 矛盾 的 . 故 本 题 选 
(B). 

(3) 因为 同型 矩阵 4, 卫 等 价 的 充 要 条 件 是 ~(4) 王 ”~(B) ,而 

Q1;02，… ,Qn 线性 无 关 护 秩 (oal ,as ,Qn) 二 mSr(4) 二 mm 
房 , 记 ，…, 肥 线性 无 关 后 秩 ( 记 ,应 ，…, 应 ) 一 mr 了) 一 你 

所 以 , 尼 ,… ,BB 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 7 (4) 二 xr(B), 即 算 阵 A,B 等 价 . 故 本 题 选 (D). 
而 选项 CA)KC) 仅 是 向 量 组 房 ,应 ，… 记 线性 无 关 的 充分 而 非 必要 条 件 . 


1 0 二 0 
如 令 四 一 |0|，az 王 |1 ,及 王 0|, 玉 三 |0 ,显然 向 量 组 ol ,oz 与 PB ,应 均线 性 无 关 , 但 
0 0 0 1 


oay0a 与 hb ,Pb 均 不 能 互相 线性 表示 . 

对 于 (B) ,向 量 组 房 , 肥 ,二 ,有 丰 可 由 向 量 组 @i ;0z,*…,@ 线性 表示 , 则 有 

秩 ( 记 ,应 …… 和 有) 委 秩 (ivyozy nr) 二 

因此 ,不 能 推 得 户 ,应 ，… 肥 ,的 线性 相关 性 . 

(4) 记 4 王 (oayos os3 屠 : 十 记 ) ,了 B 王 (aliaszyos， 记 十 二 , 因 疝 量 组 记 可 由 waszyos 线 
性 表示 , 故 必 存 在 常数 k1 ,kz ,ka ,使 得 

Ph = ki@gi + kz@z + ka@s 
分 别 对 A,B 实施 相应 的 初等 列 变换 ,得 
A = (gi ,0m ,0 ,kp1 十 应 ) — (Qi ,02 ,03 ,Pb ) 
B= (gst;035P + kB2) > (1s02 0 RB) 
因为 矩阵 的 初等 变换 不 改变 其 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 , 从 而 也 不 改变 其 行 ( 列 ) 向 量 组 的 线性 
相关 性 ,可 见 向 量 组 CC2，03 ,kp +Pp 与 Cl y02 03 应 线性 相关 性 相同 ; 问 量 组 Ql yy02703， 

Bb 十 娟 :与 向 量 组 1 ;0 ,03 , kp? 线性 相关 性 相同 .又 由 题 设 条 件 可 知 oa ,as ,0s 应 线性 无 关 ， 
从 而 向 量 组 wi ,oa ,os , 寺 :; 十 永 不 论 为何 值 均线 性 无 关 ; 而 向 量 组 wi ,oa ,as , 房 十 寻 ; 线性 相 
关 与 否 依 赖 于 的 取 值 (k= 二 0 时 ,线性 相关 ;天 0 时 ,线性 无 关 ) ,从 而 本 题 选 (A)， 

(5) 因为 向 量 组 工 : aa ,wz ,ar 可 由 向 量 组 卫 : 房 ,应 ,及 线性 表示 , 故 

"(TFC ss 

所 以 当 7>s 时 , 必 有 7(I)<r; 即 向 量 组 I 的 秩 小 于 其 所 含 向 量 的 个 数 , 此 时 向 量 组 工 必 线 性 
相关 , 故 本 题 选 (D). 
例 16 设 向 量 组 om 二 (a,2,10)T,@s 一 (一 2;1;5)T os 一 (一 11) 4) ,Pp 一 《1,5,0) "试问; 当 
a,bsc 满足 什么 条 件 时 ， 

(1) B 可 由 el, 好 yas 线性 表 出 , 且 表 示 唯 一 ? 
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(2) PB 不 能 由 2iyez ys 线性 表 出 ? 

(3) 四 可 由 ai ,0 ,0 线性 表 出 ,但 表示 不 唯一 ? 并 求 出 一 般 表 达 式 . 
分 析 : 记 4=(ai ,as as), 则 只 要 讨论 ay,c 满足 什么 条 件 时 ,线性 方程 组 hx 一 5 有 唯一 解 ` 无 
解 以 及 有 无 穷 多 解 . ; 
| 
2 a 
0 

Zigl 十 zz0z x0 一 

写成 方程 组 A4x 一 ,其 中 X 一 (ZI1322 Ss 

(1) 容易 算出 |4| 二 一 a 一 4, 所 以 当 a 关 一 4 时 ,由 |A| 才 0 知 方程 组 有 唯一 解 ,从 而 及 可 由 
alyoz 0s 线性 表 出 , 且 表 示 唯 一 . 

(2) 当 a 二 一 4 时 ,对 方程 组 的 增 广 和 矩阵 施行 初等 行 变换 . 
go al 0% OQ ln 4 2b 
TN 
Wb wt 6 | 0 ME mk | loa jet 二 人 

由 此 可 知 ,如 果 1 一 35 十 c 隆 0, 则 由 2 二 r(4) 关 r(4) 二 3 知 方程 组 无 解 ,所 以 当 4 二 一 4， 
36 一 c 关 1 时 ,PB 不 能 由 @1,@; ,as 线性 表 出 . 

(3) 当 a== 一 4 上 且 36 一 c==1 时 ,由 7(4)= 二 xr(4) 二 2 过 3 知 方程 组 有 无 穷 多 解 ， Mi 
oa ;0,03 线性 表 出 ,但 表示 不 唯一 . 求 出 方程 组 的 通 解 为 


解 : 记 A4 王 (alazyas ) 一 ; 则 zi ,zz yzs 的 表达 式 为 


A = (a@isazs@s | PB) = 


Xl 1 0 t 
pd i A sl st Qt La lk 2 Se We 
ZX3 0 1 二 +26 下 十 2 
故 
有 三 如 :一 (2 十 2 十 1)az: 十 (20 十 1)ws 
其 中 zt 为 任意 常数 . 


例 17 (1D 设 Cl yC2 应 ,Pb 均 是 三 维 列 向 量 ;是 CIyC2 线性 无 关 ， h ,及 线性 无 关 , 证 明 : 存在 
非 零 向 量 &, 使 得 & 既 可 由 wliyas 线性 表 出 ,又 可 由 及 , 户 线性 表 出 . 


1 2 2 = 一 入 
(2) 当 本 三 |3|5roz 一 | ;hi = 31* 皮 三 | 一 和 时 , 求 所 有 既 可 由 oa ,as 线性 表 出 ,又 可 
4 5 =1 3 
由 记 , 民 线性 表 出 的 向 量 . 


证 : (1) 4 个 三 维 向 量 mm ,oz ,所 ,局 必 线 性 相关 , 故 知 存在 不 全 为 零 的 常数 如， ks， 和， 入 ,使 
得 gr 十 ka@z B+ XAsBa =03B kro tk = NB aA. 其 中 i ,ks 不 全 为 零 ( 否 则 ， 
由 一 记 一 A2 忆 二 0 过 二 呈 二 0, 这 和 ,kz ,Xi ,Nz 相 了 矛盾 ). 

令 €=k1@i 十 Rats 二 一 人 及 一 Az 羽 关 0; 则 é 即 为 所 求 . 

(2) 由 0) 知 ,6 二 ki@i 十 kz@2 二 一 A 局 一 hz 民 .得 1 十 kt 二 1B 十 所 二 0. 

解 方程 组 可 得 通 解 为 (ki sk; sAl As)=k(1 ,0, 一 5, 一 3)7, 故 所 求 向 量 为 
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1 
4 
其 中 为 任意 常数 . 
例 18 设 有 向 量 组 I : 三 (1,0,2)T,oz 一 (1,1,3)7 oa 一 (1, 一 1,a 十 227 和 向 量 组 全 : 房 王 
(1,2;4 十 3)T, 忆 二 (2,1;a 十 6)T ,局 二 (2,1sa 十 4)T. 试 间 ; 当 a 为 何 值 时 ,向 量 组 工 与 开 等 价 ? 
当 < 为 何 值 时 ,向 量 组 1 与 卫 不 等 价 ? 
分 析 : 由 向 量 组 等 价 定义 可 知 ,线性 方程 组 


E=RkQait kG =—NPB —Ap: = 


Tl | 
(a QQ a) rsp 5 (Bp Bp: PP) |y|= a; (= ly253》 
a ; 4 
都 有 解 时 ,与 了 等 价 ; 当 上 述 的 某 个 方程 组 无 解 时 ,I 与 工 不 等 价 . 
Wen th 中 1 2 2 
解 : 记 A=(@ a Qa) 二 0 |,B=Cp Bp 房 ) 三 六 2 1 1 1; 则 
2 a ao "a4 
上 是 1 1 2 2 
| 和 | 瞎 10 工 二 三 a 夺 1 18|= 1 1 | 一 6 
六 CFEE3S 0 了 6 1R 直入 
忆 1 
于 是 方程 组 (局 pb BbB;) 2 三 @; (i 二 1,2,3) 都 有 唯一 解 ,由 此 表明 ai ,az ,as 都 可 由 应 ， 
.3 


及 , 房 线性 表示 , 即 工 可 由 开 线 性 表示 ， 


(1) 当 a 关 一 1 时 ,|A| 关 0, 方 程 组 (@: @& @;) 二 Bp.(i= 二 1,2,3) 都 有 了 唯一 解 , 由 此 表 


I2 


3 
明 肪 , 访 , 都 可 由 oaiyas ,as 线性 表示 , 即 卫 可 由 工 弘 性 表示 . 故 根据 定义 ,I 与 工 等 价 . 
(2) 当 a 王 一 工时 ;由 于 


1 \ I St el 
(mg oo |B)=|0 1 le 枯 光 和 要 折 9 人 
Cr 8 0 0 0 一 2 


Xl 
则 2=r(@ ;02 103 ) F570 y02 05 有) 二 3; 所 以 方程 组 (@ oz 0@;) - 


XT3 


由 I 工 线性 表示 , 即 当 a 二 一 1 时 ,向 量 组 I 与 工 不 等 价 . 
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16.3* 向 量 空间 题 型 


题 型 152 求 向 量 空间 的 基 与 维 数 遇难 苇 33 世 让 玉 


产 作 ”中 从 


思路 启迪 : 所 .向量 空间 的 基 实 际 上 就 是 向 量 空间 中 所 有 向 量 集合 的 一 个 极 大 线性 


无 关 组 ,因此 ， 可 用 通常 的 方法 (比如 初等 变换 法 ) 求 出 一 个 极 大 线性 
无 关 组 ,也 就 得 到 向 量 空间 的 一 组 基 * 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 
Wt 4 

-特别 地 * 求 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 解 空间 的 基 ， 就 是 其 基础 人 


系 ,基础 解 系 所 铭 解 向 量 的 个 数 即 为 解 空间 的 维 娄 


例 19 求 册 间 邓 Wi(1,2.1.0)7 0 一 C1, 1 2) 084 3 dT = 2 所 生成 
的 向 量 空间 的 一 组 基 及 其 维 数 ,并 在 此 基础 上 进一步 求 其 一 组 标准 正 交 基 . 
解 : 现 用 初等 变换 求 Q1;02303sQ4 的 极 大 线性 无 关 组 ， 


到 
性 1 lg a 三 2 = a 
nt ee id ee Po 
0 


可 见 gil ,02 ;0 为 一 极 大 线性 无 关 组 ， 因此 由 ai ,as ,aa ,Cs 所 生成 的 向 量 空间 为 


其 维 数 为 3. 


V= {z= ho tk ka | Ra ER) 


下 面 进一步 求 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 
(1) 先 把 CI » 02 24 正 交 化 ,得 


f= ,20 
大 二 一 区 8 一 全 


(Bi sp ) 373 
(@: ;PB ) 1B ) es 一 站 由 
B= — ph 一 Sh 全 衣 13° 26'13) 


(2) 再 把 吕 , 记 , 房 单位 化 ,得 


一 = 全: 放 府 9) 


和 
了 
人 一 -二 1 12 1 20 i 


ee 
Ti \ vdeo Md 


则 wh ,? ,1 为 向 量 空 间 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 
例 20 求 齐 次 线性 方程 组 x 十 zz 十 … 十 zx, 二 0 解 空间 的 一 组 基 及 其 维 数 ， 
解 : 齐 次 线性 方程 组 可 改写 为 zi 二 一 zs 一 … 一 Zz, 显然 ,可 取 zz 为 自由 未 知 量 ,得 
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其 基础 解 系 为 
E 二 (11550707 名 C= 1 0 v0) 3 = (—1,0,0,.°,1)T 


则 基础 解 系 为 方程 组 解 空间 的 一 组 基 , 其 维 数 为 n 一 1. 
题 型 153 ， 求 过 渡 矩 阵 与 向 量 的 坐标 
思路 启迪 : 对 于 向 量 空间 R" 中 的 两 组 基 : ol ，… "0m 与 BL,…， 

若 存在 矩阵 P, 使 ( 遍 ，… sp) = (Cm, 和 
@1,…,Q 到 基 忆 ，…;, 的 过 渡 和 矩阵” 两 个 基 之 间 的 过 渡 算 阵 是 可 池 
矩阵 . 站 局 Es Ee- Fy 

对 EG eon = ey) 
Py, 则 xz 二 Py 或 y 一 Pz 称 为 坐标 变换 公式 . 网 1 


例 21 设 有 RR 中 的 两 组 基 
ol 一 (1,0,0)7 =(0,2,1)7 一 (0,5,3)7 
让 = 三 (2 六 Bl1,3,0) PB = (050,2)™ 
(1) 求 由 基 Ql 02 03 到 基 锯 :Pp ,Bb: 的 过 渡 和 矩阵 ; 
(2) 求 由 基 忆 :应 ,Ps 到 基 oa ,as ,as 的 过 渡 和 矩阵 
解 : Gl 设 由 基 Ci s 02 » O03 到 基 忆 ,Pp ,Bb 的 过 渡 和 矩阵 为 P, 由 (ph 应 ;pb;)= (a 02 ;03)P, 有 


和 ed So wa 

P=(@ @ oh BR Bl 2 | 

0 1 3) lo 0 
1 0 "Or te .党 0 
= |0 sole sl- CT 10 
0 0 瑚 下 2 鸭 | 二 和 基 二 5 4 


(2) 设 由 其 忆 ;PB "Ps 到 基 Cly 02 03 的 过 渡 矩 阵 为 Q;, 由 (a :OQ2 ,03) 二 (及 ,Pp ,PB;)Q, 有 


1 1 0 G0 
=,B “ph oi os ops 3 os 


5 wy WO 
0 3 一 2 一 5 
2 hs el 种 
1 
0 OF 生 1 GE 


例 22 设 四 =(2,1, 一 3)7 0 一 (3,2, 一 5)7 0 一 (1 一 1,1)7 是 R 中 的 一 组 基 , 求 向 量 
ax 一 (6,2, 一 7)7 在 此 基 下 的 坐标 . 
解 : 设 wx 在 基 el ,as ,as 下 的 坐标 为 (zl ,zs Za) 即 wx 一 ZiQl + zz zs ; 则 可 得 
2zi 十 3zz 十 Ze 一 6 
| 十 2xwz 一 xs 三 2 
一 3zl 一 5zz 二 3 = 二 一 7 
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解 方程 组 得 zl =1lyzi=],x3=1y 上 帮 @ 在 基 wi 0C2 03 下 的 坐标 为 (1 oI Tye 
或 男 解 如 下 : 


4 Xl 


一 ZiClI 十 zz0z 十 zs03 一 (al- oz 0s) zz 得 |z| 王 (al wo cs) La 一 


3 Ts 


题 型 154 有 关 正 交 和 矩阵 的 命 是 亲人 Wan 


思路 启迪 : 利用 正 交 矩 阵 定义 QTQ 一 QQ" 一 EE 即 可 


' 


例 23 设 a 为 n 维 非 零 列 向 量 ,E 为 n 阶 单位 矩阵 ,证 明 : i 为 正 交 和 矩阵， 


。 Lad 站 TNT 
证 ; 因为 A 一 (E 一 -ga7)】 一 EB" 一 各 (own)" 一 一 gar, 所 以 
人 di 
AAT (E IC JE ca | | 
es- 2 Ee- 2 SG ea 瑟 -y 
一 下 CC ro 寺 (#4) CCC oo 
二 7 十 (2 ) ‘aT on = (a'& 是 数值 ) 
oa CIG a'a 


因此 ;4 为 正 交 和 矩 阵 , 
例 24 设 A 为 n 阶 对 称 和 矩阵 ; 且 满 足 A’ 一 44 十 3E 二 0; 证 明 : A 一 2E 为 正 交 和 矩阵 . 
分 析 : 只 需 验 证 (4 一 2E)(4 一 2E) 二 E 即 可 . 
证 : 因为 A' 二 A, 所 以 
(A—2E)(A—2E)". = (A— 2E)(A™ — 2E) 
= (A—2E)(A—2E) 
二 A 一 44 十 4E 
= (4A:—4443E)+E=E 
因此 ,A 一 2E 为 正 交 和 矩阵 . 


第 17 章 “线性 方程 组 


17:.1 重要 性 质 和 定理 


1. 齐 次 线性 方程 组 A,,xnx 二 0 
(1) 判定 定理 : 4wxx 王 0 一 定 有 解 , 且 
当 r(4) 一 一 半 时 后 Ax 一 0 只 有 零 解 ， 
当 7r(4) 王 ”< 时 全 4xz 王 0 有 非 零 解 . 

注 : A,xx 王 0 有 非 零 解 瑟 r(4) 志 7 会 14| 王 0. 

(2) 性 质 : 设 工 ,…,ZZ; 为 Ax 二 0 的 解 , 则 态 瑟 十 已 z 十 … 十 zz (CR Rs 是 常数 ) 为 
4x 一 0 的 解 . 
注 : 4Ax 一 0 解 向 量 集合 对 加 法 、 数 乘 运 算是 封闭 的 ,所 以 构成 一 个 向 量 空 间 , 称 为 解 空间 . 

(3) 结构 : 

@ 基础 解 系 : Ax 二 0 所 有 解 向 量 的 极 大 线性 无 关 组 为 其 基础 解 系 , 也 是 它 的 解 空间 的 一 
个 基 , 记 为 办 ，…w7-rr(C4) 一 和 
注 : 任意 ”一 ”(4) 个 线性 无 关 的 解 向 量 均 可 作为 基础 解 系 ( 因 为 极 大 线性 无 关 组 不 唯一 ,所 以 
基础 解 系 不 唯一 , 基 不 唯一 ). 基础 解 系 须 满足 3 个 条 件 : 每 个 均 是 解 ;线性 无 关 ; 个 数 
为 2 一 r(A). ' 

@) 通 解 : 工 二 kl 族 + 十 避 = 其 中 ki，…,k,-; 为 任意 常数 . 

2. 非 齐 次 线性 方程 组 A,x,x 二 b 

(1) 判定 定理 : 4,xwnx 二 b 有 人 解 Sr(4) 二 xr(A)( 其 中 A 二 (41b)), 且 

7(A) 二 r(A)= 二 =r 二 nAwxnx 二 b 有 了 唯一 解 ; 
r(A)= 二 r(4)= 二 rnSSAxnx 二 b 有 无 穷 多 解 . 
(2) 性 质 ; @ Azrl = 二 b,Ars= 二 b=>A(z1 一 zx;)==0; 
© Ar!=b,Azro=0>A(zxi++xo)=b; 

注 : A,xnx 王 b 的 解 的 线性 组 合 不 一 定 还 是 它 的 解 . 

设 志 ，…,Z; 为 Ax 二 b 的 解 , 则 对 于 常数 ，…,k,， 

车 包 十 … 十 二 1; 则 局 神 十 … 十 hr; 为 Ax 二 b 的 解 ; 

@ 若 太 十 … 十 玉 三 0, 则 态 并 十 … 十 &zy 为 Ax 二 0 的 解 . 


特别 ; 畔 二 可 为 hx 五 的 解 ;2z: 一 (zi 十 zs) 为 Ax 一 0 的 解 


(3) 结构 : 通 解 为 工 二 入 十 二 十 … 十 -i-* 其 中 而 93 一 为 对 应 齐 次 方程 组 的 基 
础 解 系 ,1 为 方程 组 的 一 个 特 解 . 
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9 核心 题 型 及 思路 启迪 
17.2 有 关 线 性 方程 组 的 题 型 


题 型 155 ”有 关 线 性 方程 组 的 基本 概念 是 
思路 启迪 : 应 熟练 掌握 齐 次 线性 方程 组 种 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 判定 、 性 质 和 
结构 理论 ,并 注意 这 两 类 方程 组 解 的 联系 和 差别 . 


例 1 设 A 是 mXn 和 矩阵 ,B 是 nXm 和 矩阵, 则 线性 方程 组 (4B)x==0(  ). 

(A) 当 n 二 m 时 仅 有 零 解 (B) 当 n>m 时 必 有 非 零 解 

(C) 当 mm 二 n 时 仅 有 零 解 (D) 当 mn 时 必 有 非 零 解 
分 析 : 根据 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 (或 仅 有 零 解 ) 的 充分 必要 条 件 进行 判定 . 
解 : 由 题 设 可 知 ,4B 是 m 阶 矩 阵 , 则 (4AB)x 一 0 仅 有 零 解 的 充分 必要 条 件 为 r(4B) 二 m, 又 因 
r(4B) 志 7r(B) 志 minCmyn) ,所 以 当 m 室 n 时, 必 有 7(4B) 二 rr(B) 二 min(m,n) 二 n 二 m4; 即 此 时 
(4B)x 二 0 有 非 零 解 , 故 本题 选 (D). 
例 2 齐 次 线性 方程 组 


zl 十 Mzz 十 za 一 0 
Zl 十 Xs 十 Ara 三 0 
的 系数 矩阵 记 为 4, 若 存在 3 阶 和 矩阵 B 关 O 使 得 4AB 王 0O, 则 ( 
(A) ) 王 一 2 且 |B|=0 (B) ) 王 一 2 且 |B| 关 0 
(C) 4=1 LIB|=0 (D) X=1 且 |B| 关 0 
分 析 : 利用 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 求解 . 
解 : 由 B 关 0 及 4B 王 O 知 所 给 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ,所 以 |4| 二 0, 即 
rs 
丰 坊 计 汪 
Ee 


站 re 十 222za 二 ,0 


一 0 


解 之 得 4 二 1, 并 日 4 天 O. 

由 4B 王 0O 可 得 BT747 王 0, 因 此 齐 次 线性 方程 组 BIY 王 0 有 非 零 解 ,从 而 | 如 | 一 0. 

故 本 题 选 (C). 
注 : 本 题 利用 和 矩阵 的 性 质 也 可 得 到 A 和 |B| 的 值 . 

由 题 设 知 |4 | 二 0, 事 实 上 ,如 果 |A4| 关 0, 则 由 4B 二 0 得 B 二 0; 这 与 B 取 0 矛盾 ;所 以 
14|==0, 即 


第 17 章 。 线性 方程 组 333 


解 之 得 A 二 1, 并 县 A 隆 0; 同 理 可 推 得 |B|=0. 
例 3 设 有 齐 次 线性 方程 组 4x 二 0 和 Bx 二 0, 其 中 妇 ,B 均 为 mzXn 和 矩阵 ;现在 有 4 个 命题 : 
车 Ax==0 的 解 均 是 Bx==0 的 解 , 则 秩 (4) 宇 秩 (B); 
@ 若 秩 (4) 宇 秩 (B), 则 Ax 二 0 的 解 均 是 Bx 二 0 的 解 ; 
@ 着 A 入 二 0 与 Bx 一 0 同 解 , 则 秩 (4)== 秩 (B); 
@ 车 秩 (4) 二 秩 (B) , 则 Ax==0 与 Bx 二 0 同 解 . 
以 上 命题 正确 的 是 ( ). 
(A) DO (BODO 0 OO -DOO 
分 析 : 由 于 线性 方程 组 Ax 二 0 和 Bx 一 0 之 间 可 以 无 任何 关系 ,此 时 其 系数 矩阵 的 秩 之 间 的 任 
何 关系 都 不 会 影响 它们 各 自 解 的 情况 ,所 以 四 和 四 显然 不 正确 ,利用 排除 法 TE 
选项 为 (B). 
解 : 下 面 证 明 中 和 @ 正 确 . 
对 于 ,由 Ax 二 0 的 解 均 是 Bx 二 0 的 解 可 知 ， 方程 组 JBe 一 和 含 于 Ax 一 0 之 中 ,从 而 Ax 二 0 的 
有 效 方程 的 个 数 ( 即 C4)) 必 不 少 于 Bx 二 0 的 有 效 方 程 的 个 数 ( 即 x(B)), 所 以 7(4) 宇 r(B). 
对 于 @, 由 于 4,B 为 同型 矩阵 , 若 Ax 二 0 和 Bx 二 0 同 解 , 则 其 解 空间 的 维 数 相同 , 即 一 
r(A) 二 n 一 r(B) ,从 而 7r(4) 一 >(B7. 
注 : 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 与 Bx 二 0( 其 中 4,B 为 同型 矩阵 ) 同 解 的 充分 必要 条 件 是 妈 ,B 的 
行 向 量 组 等 价 . 
例 4 设 A 为 n 阶 实 矩 阵 ,4" 是 4 的 转 置 矩阵 , 则 对 于 线性 方程 组 工 : AX==0 和 开 : ATAX= 
0, 必 有 ( 允 
(A) 开 的 解 是 工 的 解 , 工 的 解 也 是 工 的 解 
(B) 开 的 解 是 工 的 解 ,但 工 的 解 不 是 工 的 解 
(C) 工 的 解 不 是 开 的 解 , 开 的 解 也 不 是 工 的 解 
(D) 工 的 解 是 下 的 解 ,但 I 的 解 不 是 工 的 解 
分 析 : 显然 工 的 解 是 开 的 解 ,因此 只 须 考 虑 (A) 和 (D) 即 可 . 
解 : 下 面 判 断 开 的 解 是 否 为 工 的 解 . 
设 z 是 开 的 解 , 则 xtATAxo 二 0, 即 (Axo)™(Axo) 二 0. 
设 4zo 三 (Qi 好 9o 克 , 则 由 上 式 得 邓 十 性 十 … 十 必 二 0, 即 1 二 az 二 … 二 a 二 0. 所 以 
4zo 王 0, 从 而 To 也 是 工 的 解 . 故 本 题 选 (A). 
注 ; 事实 上 ,因为 齐 次 线性 方程 组 4AX 一 0 和 ATAX= 二 0 都 有 零 解 ,可 排除 (B),(C) 和 (D) ,正确 
选项 为 (A). 
例 5 设 有 三 个 不 同 的 平面 的 方程 anz 十 awy 十 aaz 二 5;(i 二 1,2,3), 它 们 所 组 成 的 线性 方程 组 
的 系数 矩阵 与 增 广 矩 阵 的 秩 都 为 2, 则 这 三 个 平面 可 能 的 位 置 关系 为 ( Dp 


用 准 冯 
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分 析 : 本 题 考查 利用 线性 方程 组 的 理论 讨论 空间 几何 问题 由 题 设 条 件 可 知 , 此 3 个 平面 有 无 
穷 多 个 公共 点 ,运用 排除 法 可 知 ; 只 有 (GB) 正确 . 

解 : 记 由 三 个 平面 方程 组 成 的 线性 方程 组 为 Ax 二 5, 则 由 +(4) 三 2 知 其 对 应 的 齐 次 线性 方程 
组 的 基础 解 系 所 含 解 向 量 个 数 为 3 一 r(4) 二 1 因此 4x 二 5 的 通 解 形式 应 为 


4 
z 


To TI 


=k|yo | IY (CR 为 任意 常数 ) 
之 0 之 1 


在 空间 直角 坐标 系 中 ,上 式 显然 是 一 直线 方程 , 即 三 平面 交 于 一 直线 , 故 选 (B). 
题 型 156 有 关 基 础 解 系 的 命题 


思路 启迪 ， Ql 02 0 是 4 xx 一 0 的 基础 解 系 ， 要 求 满足 ， 
(1) @i,@2，*… ,Qs 是 Amxnx 一 0 的 解 ; 彬 DR 而 可 
(2) Q1 ,02 ,0 线性 无 关 3 . | 
(3) s=n—r(A)., 
例 6 设 n 阶 和 矩阵 A 的 伴随 矩阵 4 天 0, 若 后 , 拓 ,6,5 是 非 齐 次 线性 方程 组 Ax 王 b 的 互 不 
相等 的 解 , 则 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 基础 解 系 (  ). 
(A) 不 存在 (B) 仅 含 一 个 非 零 解 向 量 
(C) 含有 两 个 线性 无 关 的 解 向 量 (D) 含有 三 个 线性 无 关 的 解 问 量 
分 析 : 要 确定 基础 解 系 含 向 量 的 个 数 ,实际 上 只 要 确定 未 知 数 的 个 数 和 系数 矩阵 的 秩 ， 
解 : 因为 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 二 nx 一 r(A4) ,而 且 
n, r(A)=n 
r(A*) -全 rr(A) 一 天 一 
Ov vi A Rl 
根据 已 知 条 件 A' 关 0, 于 是 x(4) 等 于 n 或 n 一 1. 又 Ax 二 b 有 互 不 相等 的 解 , 即 解 不 唯一 ， 
故 r(4) 王 ?一 1. 从 而 基础 解 系 仅 含 一 个 解 向 量 , 故 选 (B). 
例 7 设 wo ，…,@; 为 线性 方程 组 Ax 二 0 的 一 个 基础 解 系 ; 及 =fi@ +ts@e sp = 二 Tt ,""* 
Pb;=ti@s ttm ,其 中 三 ,tz 为 实 常数 ,试问 如 ,如 满足 什么 关系 时 ,局 ;P,P 也 为 Ax 王 0 的 一 
个 基础 解 系 ? 
分 析 : 只 要 房 , 记 ,及 线性 无 关 即 可 . 
解 : 由 于 waz ,…，a, 为 线性 方程 组 4x 一 0 的 一 个 基础 解 系 ,所 以 由 题 设 知 , 当 妇 ,ts 使 得 及 ， 
PB 0 线性 无 关 时 :Pb :Pp "Bp 也 是 4x 王 0 的 一 个 基础 解 系 . 


因为 
La 0 t» 
: ts th Pr 0 
CB Be 0 BORG ts oO ts Wd 
0 0 wus ti 


所 以 当 CI C2， 0: 线性 无 关 时 ,局 ,PB »*"° sp: 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 为 
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ti 0 ae i 


万 [a oa. 0 
0 二 0 | D0 
0 0 Pr 矿 


因此 当 ,ts 满 是 再 十 (一 1) 克 关 0 时 , 房 , 庆 ，…… 和 及 也 是 Ax 二 0 的 二 个 基础 解 系 . 
题 型 157 线性 方程 组 的 求解 
思路 启迪 : 戏 村 Axnx—=0 或 AxnxX 二 b, 一 般 用 以 下 方法 : 
(1) 当 m==n 且 n 志 3 时 ,通常 利用 系数 行列 式 进 行 讨论 : 当 |A| 关 0 
时 ;Ax 二 0 只 有 零 解 ,Ax 二 b 有 唯一 解 , 生 能 用 克 莱 姆 法 则 《或 矩阵 运 
演 ) 来 出 ; 当 |A| 二 0 时 ,车 有 参数 可 通过 |A| 二 0 确定 参数 ,然后 利用 
候 阵 行 的 初等 变换 将 入 或 > 阶 梯形, 判别 有 无 解 ,有 和 解 时 , 求 出 通 解 . 
(2) 当天 2 或 n 这 3 时 ,利用 矩阵 行 的 初等 变换 将 不 或 4 全 阶梯 形 ; 
若 有 参数 , 则 对 参数 讨论 方程 组 有 无 解 , 有 解 时 求 出 解 . 变量 的 系数 
中 不 含 参 数 的 方程 组 也 用 此 方法 . 


XI 二 :xy 十 kx 二 4 


例 8 玉 人 十 R2z 十 二 一刀 有 队 一 解 、 无 解 . 无 穷 多 组 解 ? 若 有 解 时 ， 
~ 0 二 225 一 一 4 


求 出 其 全 部 解 . 
J 
解 : |A4|=| 一 1 1|= 一 (k: 一 3k 一 4)= 一 (k 一 和 (k 十 1D) 
1 —1 2 
当 |A4| 关 0, 即 k 关 一 1,4 时 ,方程 组 有 唯一 解 ,用 克 莱 姆 法 则 求 之 , 则 
_ k++2k 有 十 2 十 委 -in 
| en | 


TI Hr x=4 
当 & 二 一 1 时 ， 2 一 一 也 十 三 L ,而 其 中 的 第 一 、 二 个 方程 显然 不 可 能 同时 成 
Xi 一 Xz 十 2T3 志 地 扫 b 
立 , 所 以 该 方程 组 无 解 . 
Zi 十 zz 十 4zs 一 4 
当 k==4 Hr 十 4zxz 十 zs 二 16, 描 广 和 矩阵 为 
ZX1 一 zz 十 2x3 二 一 4 
1 le-4 . 4 


a 

| was G4 bed 
1] = di 
则 (4) 二 x(4) 二 2<3, 可 知 方程 组 有 无 穷 多 解 ， 对 应 的 同 解 方程 组 为 


A 夺 


一 > 


8 
el es ete 
0 .0 00 
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A =— 3x3 

Zz 一 一 28 十 4 
Zi 0 一 3 

令 zx 二, 则 得 通 解 二 一 “|- 4| 十 | 一 1| ,其 中 为 任意 实数 . 
Zs 0 1 


例 9 已 知 线性 方程 组 


ari 十 brzs 十 cx3 二 0 
a:xzi + bz e753 = 0 

(1) a,b,c 满足 何 种 关系 时 ,方程 组 仅 有 零 解 ? 

(2) a;b,c 满足 何 种 关系 时 ,方程 组 有 无 穷 多 组 解 ? 并 用 基础 解 系 表示 全 部 解 . 
分 析 : 注意 到 所 给 方程 组 的 系数 行列 式 为 范 德 蒙 行列 式 ,并 可 由 它 是 否 为 零 来 确定 方程 组 仅 
有 零 解 或 有 无 穷 多 组 解 . 
解 : 所 给 方程 组 的 系数 行列 式 为 
| 
a Wo 
2 lo 

(1) 当 a,b,c 两 两 不 同 , 即 天 52 天 ca 天 c 时 ,了 天 0, 从 而 所 给 方程 组 只 有 零 解 . 

(2) 当 ayzpsc 中 至 少 有 两 个 相同 时 ;DD==0, 从 而 所 给 方程 组 有 无 穷 多 组 解 . 现 用 基础 解 系 
表示 全 部 解 , 为 此 分 4 种 情形 讨论 : 

OD 当 a=b#c 时 ,所 给 方程 组 与 | ”一 同 解 ,从 而 有 基础 解 系 (1， 一 1,0)7, 因 此 全 部 
解 为 & (1, 一 1,0)" ,其 中 心 为 任意 常数 ; 

同样 可 以 得 到 : 

@ a 二 c 关 5, 解 为 及 (1;0, 一 1)7 ,其 中 刁 为 任意 常数 ; 

©@ b 二 c 才 a; 解 为 ks(0,1, = ,其 中 As 为 任意 常数 ; 

最 后 考虑 : 

图 x 王 5 一 < 时 ,所 给 方程 组 与 zi 十 zz 十 zs 三 0 同 解 , 从 而 有 基础 解 系 ( 一 1,1,0)7,( 一 1,0， 
1)7, 因 此 全 部 和 解 为 &4( 一 1,1,0)T 十 k;( 一 1,0,1)T, 其 中 有 有 ,ks 为 任意 常数 . 
注 : 范 德 蒙 行列 式 是 常用 行列 式 , 应 记 住 它 的 计算 公式 

1 1 me 1 


Xl Zs “x 
: |= | Ca) 
: : : 1<j<i<n 


| 十 2 十 2 三 0 


DS= = (b= a (ee—a) tc — 


ZE A oe A 
到 1 十 Xz 秆 z 计 4 二 一] 
例 10 人 十 3zz 十 5zs 一 天 一 一 1 有 3 个 线性 无 关 的 解 . 
cz2i 十 zz 十 3zs 十 0 一] 
(1) 证 明 方程 组 系数 矩阵 丰 的 秩 7 (4) 二 2; 
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(2) 求 <c,2 的 值 及 方程 组 的 通 解 . 

分 析 : (1) 根据 系数 矩阵 的 秩 与 基础 解 系 的 关系 证 明 ; 
(2) 利用 初等 变换 求 矩 阵 4 的 秩 确定 参数 a ,0 然后 解 方程 组 . 

解 : (1) 设 xi ,azyas 是 方程 组 Ax 二 的 3 个 线性 无 关 的 解 ,其 中 
:9 1 = 
4 各 345 二 志 Rl 
站 二 冯 b 1 
则 有 4(wi 一 az) 王 0,4(ai 一 as) 王 0, 则 w 一 ao 一 os 是 对 应 齐 次 线性 方程 组 4x 一 0 的 解 , 且 
线性 无 关 . 否则 , 易 推 出 w ,az ,as 线性 相关 ,矛盾 . 

所 以 n 一 r(A4) 宇 2, 即 4 一 (4) 三 2 一 r(4) 委 2. 


A= p= 


又 矩阵 A 中 有 一 个 二 阶 子 式 | :| 二 一 1 关 0; 所 以 xr(4) 宇 2. 因此 +(4) 二 2. 
(2) 因为 


‘ | 1 1 l 1 1 | 1 1 1 
A=|4 3 5 -| 王 1 |- : = 1 三 :5 
区 说:3 b D Wb 9 后 全 到 20750342 
又 r(4) 王 2, 则 
ws | 
b+4a—5= 二 0 (b=—8 
对 原 方程 组 的 增 广 和 矩阵 4 施行 初等 行 变换 , 即 
| i a 1.0 Zw 二 埃 用 
= 3 0 1 下 i 呈 一 一 >: § 3 
NE 下 0 0 0 0 0 
故 原 方程 组 与 下 面 的 方程 组 同 解 


zi =— "279-4722 
二 023 
选 z3,zs 为 自由 变量 , 则 
元 1 三 2 4 2 


立 2 rR 3 


T3 二 3 
T= Nh 
故 所 求 通 解 为 
一 2 4 2 
1 lt | 
es (ki ,ks 为 任意 常数 ) 
0 1 0 


例 11 已 知 4 阶 方 阵 4 一 (al ,0 ,03 :0 ) ,0 ;0 05 ,0 均 为 四 维 列 向 量 ,其 中 Q2 1303 04 线性 
无 关 ,@i 一 2@;2 一 aa， 如 果 有 一 oa 十 xz 十 ws 十 ws , 求 线 性 方程 组 Ax—=—p 的 通 解 . 
分 析 : 由 的 表达 式 可 知 ,Ax 二 BB 有 特 解 (1,1,1,1)', 因 此 只 要 考虑 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 
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通 解 即 可 . 
3 | 
解 : 由 题 设 知 r(4) 王 3, 昌 ww 王 202: 一 as, 即 (ai C2 QQ Ci) 和 二 0, 知 内 | 是 齐 次 线性 
0 0 
方程 组 4Ax 一 0 的 基础 解 系 , 所 以 线性 方程 组 Ax 二 p 的 通 解 为 
1 1 
1 去 也 | 
元 三 让 (& 为 任意 常数 ) 
1 0 


例 12 设 齐 次 线性 方程 组 
azi 十 rz 十 br 十 "… -br 二 0 
br1 ax: 十 brs 十 … 十 hr, 二 0 


pi 十 如 :十 如 :十 … 十 az 一 0 

其 中 4 关 0,6 关 0;n 宇 2. 试 讨论 a,5 为 何 值 时 ,方程 组 仅 有 零 解 无穷 多 组 解 ” 在 有 无 穷 多 组 解 
时 , 求 出 全 部 解 ,并 用 基础 解 系 表示 全 部 解 . 

分 析 : 从 计算 系数 行列 式 入 手 . 

解 : 所 给 方程 组 的 系数 和 矩阵 为 A, 则 


a bb wb 0 UD 
pb pb ane p 

lial | , ck le = dat dea 
Bo oa 


由 此 可 知 ， 

(1) 当 a 十 (n 一 1)6 才 0 且 a 关 5 时 ; 即 & 关 6b 且 a 关 (1 一 m)6b 时 ,方程 组 仅 有 和 零 解 . 

(2) 当 a 十 (一 1)0 王 0 或 4 一 2 时 ,4 三 0 所 给 方程 组 有 无 穷 多 解 . 

@ 当 a=b 时 ,所 给 方程 组 与 方程 zi 十 zs 十 Zz 十 … 十 zx, 二 0 同 解 ,所 以 方程 组 的 基础 解 
系 为 

@ 一 (一 1,1,0, ,0)Tos = (一 1031 和 2027 和 0 = (—1,0,0,°°,1)T 

故 方程 组 的 全 部 解 是 工 一 Cl1Qi 十 czgz "ed ;其 中 CI9C2 9 Cn 一 1 为 任意 常数 ， 

四 当 a= 二 (1 一 mn)b 时 ,对 A 作 初 等 行 变换 得 


(1=—726 b OY en b (1—mb b 6b » 0 
| 由 TS 二 本 0 
b pb bY (LTHnb wp 了 

(Lt—m)5 Bb “BY ss b 0 OO 0 0 

1 rl 0 ey 0 1 | 0 0 


1 0 太 届 兽 要 下 灌 开 1 0 划 站 育 坟 ”二 1 
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则 x(4) 二 n 一 1, 取 zi 为 自由 变量 ,可 得 方程 组 的 基础 解 系 为 B 二 (1,1,1,…,1)", 故 方程 组 的 
全 部 解 是 x 三 听 , 其 中 c 为 任意 常数 . 
注 : 讨论 由 个 元 线性 方程 组 成 的 方程 组 的 解 的 时 候 , 一 般 是 从 计算 它 的 系数 行列 式 入 手 . 


题 型 158 ”和 矩阵 方程 的 求解 

思路 启迪 : 求解 矩阵 方程 问题 ,一 般 是 先 将 其 化 为 矩阵 方程 的 基本 型 即 4X 一 
有 也,XA 王 巴 ,4XB 一 C, 若 系数 和 矩阵 可 逆 , 则 利用 逆 和 矩阵 求解 , 即 六 = 
A 1B,X 一 BA 1,X 一 4 ICB  ; 若 系数 算 阵 不 可 逆 , 则 要 转化 为 线性 
方程 组 ,再 用 初等 变换 求解 . 为 外 ,要 注意 ,化 人 矩阵 方程 为 基本 型 的 
过 程 中 ,要 注意 和 矩阵 的 左 乘 ` 右 乘 ; 还 要 注意 矩阵 乘法 满足 结合 律 ,以 


此 可 简化 计算 . 
2 从 1 有 人 各“ 人 
例 13 已 知 A4==1I0 3 0|1,B=|0 一 1 0|, 若 六 满足 AX+ 二 28 一 BA 十 2 叉 , 求 六!， 
2 0 G0 
解 : 由 AX+ 十 28B 二 BA 十 2X 可 得 关 二 (4 一 2E) 1B(A 一 2E), 则 XX 二 (4 一 2E)“!'B'(A 一 2E), 而 
OU 0 0 记 
a EE a = 
A—2E 0 “人 (A— 2E) 0 1 0 
2 .0 0 0 0 
故 
0 iO 部 到 0 OPW!O 1 Gg 0 
二 一 一 - 4 一 一 
X ol1 吉 On (= HANNO TN & 1 
i 0 0 QJZ 0 0 QI 1 
1 谢 训 司 ”， 
例 14 已 知 3 阶 方 阵 4 的 各 行 元 素 之 和 均 为 6, 目 4B 一 B, 其 中 B 二 |2 1 3|, 求 4. 
pb wa3 
1 TI 
解 : 因为 |B|= 二 |2 1 3|==0, 所 以 由 AB=B 可 知 A 关 E. 
境 沁 - 朋 
al Qi Cl3 ai 十 az 十 ai 一 6 1 6 1 
设 A 二 |az aszz az 人 = el 
Q31 CQ32 Cs3 C31 十 Za Fa 一 6 1 6 | 


1 
于 是 ) 王 6 为 A 的 特征 值 ,对 应 的 特征 向 量 为 |1 


1 
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i 了 中 Ji2 
又 4B=B, 即 4|2 1 |- 2 1 3|, 即 一 1 为 4 的 特征 值 \ 有 两 个 线性 无 关 的 特征 
-LB 1 , 治 全 3 | 
向 量 ,显然 B 的 前 两 列 线性 无 关 , 为 4 一 1 对 应 的 特征 向 量 . 将 B 的 第 3 列 换 为 (1,1,1)7, 组 成 
1 入 本 
新 的 矩阵 |2 “1 ，1 | ,因为 不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 , 则 该 矩阵 可 逆 , 且 
1 
Si 6 
AlI2 1 | :2 | 
2 Lt 
从 本 6 于 93 了 各 EO r+ = 
故 A 二 |2 1 | : 1 | a | 
2 ly 5 4 
1 0 
例 15 设 g=|2|,p 二 | 让 ,7 二 10|,A 一 op",B 一 Jra, 其 中 抒 是 B 的 转 置 ,求解 方程 
1 1 
0 


2B242x 一 4A4x 十 B4x 十 7 
分 析 : 先 化 简 方 程 为 基本 型 4AX= 了 或 X4 一 了 8 或 4XB 一 C, 然 后 再 求解 . 


解 : 由 题 设 可 得 
1 
1 人 
-w= ll 0)= a 0 
1 1 
1 于 。 
1 
8 一 Pa= (1 部 |- 
1 
又 A 二 opTopT" 二 a(p'a)p"= 二 24,A' 二 8A, 代 入 原 方程 得 
16Ax 一 84xz 十 16z 二 y 即 8(4—2E)x=7Y (1) 
因为 (4 一 2E) 不 可 道 , 故 对 式 届 ) 的 增 广 和 矩阵 施行 初等 行 变换 
lL : 
二 各 + i 0 一 1 误 
ds 0 
hh, 3 2 Bao 


由 此 得 到 式 (1) 对 应 的 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 为 (1,2,1) ,上 且 式 (1) 有 特 解 (0， 0, 一 云 )", 故 原 


方程 的 通 解 为 
+ 一 二 六 (为 任意 常数 ) 
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题 型 159 讨论 两 个 线性 方程 组 解 之 间 的 关系 
思路 启迪 ;情形 1 求 Ax 一 0 与 Bi 二 0 的 非 誉 的 公共 解 ( 竺 公共 解 一 定 存 在 5 
一 般 方 法 @ 永 | 全 1 新 方程 组 的 非 零 解 


Q@ 将 4x 一 0 的 通 解 表 达 式 x 二 有 Qi 十 … 十 ks 代入 Bx 二 
0, 确 定向 ，…;k, 应 满足 的 条 件 ( 如 ，…, 不 全 为 零 ). 
情形 2 讨论 Ax 二 0 与 Bx 二 0 同 解 . 
一 般 方 法 : @ 将 Ax==0 的 基础 解 系 代入 Bx 二 0; 反 过 来 ,再 将 Bx 一 0 
的 基础 解 系 代 入 Ax 二 0, 若 都 满足 , 则 同 解 ;- 
@ Ax==0 与 Bx=0 同 解 导 A.B 的 行 向 量 组 等 价 . 
例 16 设 四 元 线性 方程 组 CI) 为 ea ,又 已 知 齐 次 线性 方程 组 (了 ) 的 通 解 为 (0,1， 
1;0)™F RC—1 .2,21). 
GD 试 求 方程 组 ( 工 ) 的 基础 解 系 ; 
(2) 间 线 性 方程 组 ( 工 ) 和 (下) 是 否 有 非 零 公共 解 ? 车 有 , 则 求 出 所 有 的 非 零 公共 解 ;车 没 
有 , 则 说 明理 由 . 
解 , (1) 方 程 组 I) 的 系数 矩阵 为 


A=( A opt 0 人 0 | 


‘JR IE 
所 以 ( 工 ) 的 同 解 方程 组 为 


令 人 )=(。),(), 则 可 求 得 (I) 的 基础 解 系 为 


看 :一 〈(0,0,1,0)1 ”全 三 (一 1,1,0y1)7 
(2) 方法 1 将 CEI) 的 通 解 代 人 方程 组 ( 工 ), 则 有 
一 & 十 局 十 2&z 一 0 
(ee 三 0 
解 得 已 三 一 饭 , 则 向 量 
局 (0,1,1;0)T 十 瑟 ( 一 1,2,2,1)I =— ka(0,1,1;0)7 + ks(—1,2,2,1)™ = ko(—1,1,1,1)™ 
是 方程 组 (TI) 和 ( 卫 ) 的 公共 解 . 
当 一 了 关 0 时 ,有 ko( 一 1,1,1,1)" 关 0, 故 方程 组 LI ) 和 ( 卫 ) 的 所 有 非 零 公共 解 是 &k( 一 1， 
1,1,1)", 其 中 是 任意 非 零 常数 . 
方法 2 ”由 CI) 和 (II) 的 通 解 表达 式 相等 ,得 
ki1(0,1,1,0)T + ks(—1,2,2,1)T = ks(0,0,1,0)T ki(—1,1,0,1)™ 
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0 =1 0 .lg 9 0 ey | 
Wi 训 基 18 二 -及 襄 训 "Ec 
i ks 0 ee 

0 二 三 专访 0 0 op = 0 "OO sO 
方程 的 解 为 (一 1,1,1,1)", 于 是 方程 组 (IT) 和 ( 卫 ) 的 所 有 非 零 公共 解 是 (一 1,1,1,1)7, 其 


中 是 任意 非 零 常数 . 
例 17 已 知 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 
十 二 一 24 二 一 6 Timzs—Zz3—T=—5 
CI | = (了 工 ) | 
3zi 一 2 一 工 王 3 2 一 2z4 三 一 上 十 1 
(1) 求解 方程 组 (了 ) ,用 其 导出 组 的 基础 解 系 表 示 通 解 . 
(2) 当 方 程 组 (本 ) 中 的 参数 ,nwt 为 何 值 时 ,方程 组 (TIT) 和 ( 荆 ) 同 解 ? 
分 析 : (1) 对 ( 工 ) 的 增 广 矩阵 施行 初等 行 变 换 求 导出 组 的 基础 解 系 及 ( 工 ) 的 通 解 ， 
(2) 将 (了 工 ) 的 通 解 代 入 (I ) 的 各 个 方程 ,确定 参数 m,n,t, 并 检验 对 此 参数 ,( 工 ) 和 
(CI) 同 解 ， 
解 : (1) 对 (了 工 ) 的 增 广 和 矩阵 A 施行 初等 行 变换 
0 28 
4 一 1 一 —1; 1 0 1 0 一 1 一 4 
9 0 0 2 
所 以 (I 工 ) 的 导出 组 基础 解 系 (1,1,2,1)7,( 工 ) 有 特 解 (一 2, 一 4, 一 5,0)", 因 此 C(I) 的 通 解 为 


1, 间谍 名 a 
A= 


> 


= 2 1 
一 人 让 

元 一 上 这 二 ec (c 为 任意 常数 ) 
0 旧 


(2) 将 ( 工 ) 的 通 解 代入 ( 卫 ) 的 各 个 方程 得 
(CC 2m = 2c—60)—e==5 
[05 = 11 
(2 一 一 2 一 一 大 二 刀 
解 之 得 m= 二 2,n 二 4,t= 二 6. 于 是 ( 工 ) 成 为 
| = 


4 一 2 一 2 =— 1 
9 24 二 一 5 
对 它 的 增 广 矩阵 吾 施 行 初等 行 变换 得 


1 
= 三 2 一 到 0 02 


2 

4 

0 9 NC Es OMe 3 
当 m 二 2,n 二 4,t 二 6 时 ,方程 组 ( 工 ) 和 ( 卫 ) 同 解 . 


由 此 可 知 和 4 与 B 等 价 ,因此 
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Xi 十 Xz 十 Zz 二 0 
例 18 tyne 十 2zz 十 azs 二 0 与 方程 zi 十 2zz 十 x3 二 a 一 1 有 公共 解 , 求 a 的 值 及 
: 二 十 4 和 斗 导 可 一 0 
所 有 公共 解 = 
分 析 : 将 方程 组 和 方程 合并 ,然后 利用 非 齐 次 线性 方程 有 解 的 判定 条 件 求 得 a. 
解 : 将 方程 组 和 方程 合并 后 可 得 线性 方程 组 
二 十 22 十 zi 三 10 
zl 十 2zz 十 azs 一 0 
wl 十 4zz 十 a:xs 二 0 
Xl 十 27zz 和 十 Xs 二 a 一 1 


对 其 系数 矩阵 施行 初等 行 变 换 

ev 0 | 1 0 

Er lh 0 Din el 0 

A 二 
(We 0 3 =} 0 
LA ar pn! 0 | 
‘a 1 0 i 1 0 
0 | 0 Go st | 0 

“0 Gu aata SG ,|G = a—1 

0 0 Is 和 二 0 0 a— I = 0 


由 此 可 知 , 当 有 公共 解 时 , a 的 值 为 1 或 2, 且 : 
当 &==1 时 ,可 求 得 公共 解 为 E=&(1,0, 一 1)7;k 为 任意 常数 ; 
当 a 王 2 时 ,可 求 得 公共 和 解 为 6 二 (0,1, 一 1). 
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. 18.1 ”重要 结论 


(1) 设 4 是 方 阵 A 的 特征 值 , 则 
@ 有 的 ,ah 十 OE ,A ,f(A4),A 4 分 别 有 特征 值 以 ,aaA 十 2, 12， (4) ,la 可 逆 ), 且 


A A 

对 应 的 特征 向 量 是 相同 的 . 

@ A4' 与 4 具有 相同 的 特征 值 ,但 对 应 的 特征 向 量 不 一 定 相 同 . 

@ 4x 一 ix ,x 关 0=>42x 一 12x* 但 推 不 回去 . 

@r(4) 为 非 零 特 征 值 的 个 数 . 

@@) 方 阵 4 可 道 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 值 全 不 等 于 零 . 可 逆 和 矩阵 4 与 4 一 之 间 的 特征 值 成 
倒数 关系 , 旦 对 应 的 特征 向 量 相同 . A 的 特征 值 为 |A4|X，. 

@ 4 为 正 交 甜 阵 , 则 4 的 特征 值 为 模 长 等 于 1 的 复数 ,特别 地 ,4 的 实 特 征 值 为 土 1 

(2) 设 术 sh, 为 A 二 (a5)wxn 的 nn 个 特征 值 , 则 

@ 二 十 加 二 ani 十 "十 am 二 tr A; 

@ Xp 一 |4|. 

(3) 设 A~B, 则 

OA'~B'T,A -一 B-( 当 4 或 马 可 逆 时 ) ,4 一 B ; 

@ f(4) 二 了 (B),f 是 多 项 式 ; 

图 |4|=|B|,r(4)=r(B), Da = 2 ,其 中 4 一 (ai )wxn, 吾 一 (05 ) yxn; 

@ 对 任意 实数 4, 有 | 并 一 4|= 二 | 代 一 B| 二 A,B 有 相同 的 特征 值 . 
注 : 4~B 二 >|XE 一 A|==| 六 一 B|, 但 |XE 一 4|==|XE 一 B| 世 4~B. 

@ 4 一 B->4,B 有 相同 的 特征 值 ,但 对 应 的 特征 向 量 不 一 定 相 同 . 

@ 设 n 阶 矩阵 A 与 吾 相 似 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 了 ,使 得 了 B=P 4P, 则 吾 有 特征 值 M1, 且 对 应 
的 特征 向 量 为 也 :65( 其 中 上 为 4 的 属于 4 的 特征 向 量 ). 
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@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
18.2 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


题 型 160 ， 求 数值 型 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


思路 启迪 : 一 般 通 过 | 妈 一 A| 一 0 直接 计算 特征 值 , 然 后 求 特 征 向 量 ， 具体 过 程 
如 下 : 
(1) 令 | 相 一 A|==0, 求 得 s 个 不 同 的 特征 值 4i(i 二 1,2,…，,s). 
注 : 求 三 阶 以 上 特征 多 项 式 的 处 理 技 巧 : 
@ 尽量 在 计算 的 过 程 中 利用 行列 式 的 性 质 先 提出 含 和 A 的 一 次 公 
因子 ; 
@ 将 不 含 A 的 先 化 为 零 ; 
图 尽量 不 要 算出 入 的 三 次 多 项 式 , 再 分 解 因子 . 
(2) 对 于 特征 值 Ai, 解 (XE 一 A)x 一 0, 得 基础 解 系 En 25 则 
属于 特征 值 4; 的 全 部 特征 向 量 为 Ciéa 十 Ce 十 十 CE 其 中 OC， 
CC» ,CG 不 全 为 零 . 


0 *=2| = 
例 1 计算 矩阵 A 二 | 2 2 一 2| 的 特征 值 及 对 应 的 特征 向 量 . 
-20 
7 2 NX 122 
解 : |2E 一 A|==| 一 2 A 一 2 .2 三 |0 4 4 
PN 2 次 和 全 允 
A 2 Me v2 BQ 
SAlor 1 1 lA 4 Oa 
A A 4 


则 和 矩阵 4 有 特征 值 M 王 4,0( 二 重 ). 
对 应 =4, 由 (4 EE 一 A)x 二 0( 其 中 x= (zi ,xwz ,zs3) 了 得 
- 十 2x 十 275 一 一 0 


Zi 一 ,0 


一 27zl 寺 22 十 2z5 三 0 本 


2zl 十 2zz 十 2z3s 一 0 
则 基础 解 系 为 古 王 (0,1, 一 1)T, 故 对 应 于 ) 一 4 的 全 部 特征 向 量 为 &(0;1, 一 1)7 ,其 中 为 非 
零 常数 . 
对 应 4 二 0, 由 (0， 一 A)x 二 0( 其 中 x 二 (zi ,zz，z3)') 得 


346 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


一 2z1 一 2zx 二 2z5 0 即 | 
2z1 十 27s 一 2X3 一 0 
则 基础 解 系 为 和 h 王 (2, 一 1,1)"; 故 对 应 于 4 二 0 的 全 部 特征 向 量 为 有 (2, 一 1,1)" ,其 中 心 为 


非 零 常数 . | 


TI i 三 0 


2zz 十 2zs 一 0 
| 3 Z2z 十 Za 三 0 


a oi 
例 2 设 和 矩阵 4=|2 3 2|,P=|1 0 1|,8=pP"'A"P, 求 B 十 2B 的 特征 值 与 特征 向 量 ,其 
De 23 0 


中 A" 为 A4 的 伴随 矩阵 ,E 为 3 阶 单位 矩阵 . 
分 析 : 先 求 4 的 特征 值 与 特征 向 量 , 再 利用 特征 值 与 特征 向 量 的 概念 计算 B 十 2E 的 特征 值 与 


特征 向 量 . 


A 让 A 2 
解 ; iE 一 A| 二 | 一 2 三 一 | 全 | 一 3 一 2 
7 p< 对 
A 
= A 
DD 
i 
一 只 一 7 一 2 41 0 I=a=DQA—1 
= 一 人 0 人 一 


由 上 可 知 4 有 特征 值 ) 三 7, 工 三重 ). 
解 (1， E 一 A)x==0 可 得 基础 解 系 与 三 (一 1,1,0)7T, 名 一 (一 1,0,1)5, 于 是 属于 一 1 的 特 


征 向 量 为 g 王 C (一 1,1,0)7 十 C (一 1,0,1)7, 其 中 吃 ;Cs 是 不 全 为 零 的 常数 . 
解 (7。 巨 一 4A)x* 一 0 可 得 基础 解 系 名 一 (1;1,1)7, 于 是 属于 一 7 的 特征 向 量 为 p=; (1， 
1,1)" ,其 中 GC; 是 不 为 零 的 常数 . 
设 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 为 x, 则 由 Ax 一 ix ,得 
(B+2E)P x = (PA*P+2E)P'x= PA*x+2Px= Pp 全 Our) 十 2P-zx 


一 区 今 Chz) +2Pix=P" 主 L.Ai|x2Pilx = (LL +2) en 


由 此 可 知 ,B 十 2E 的 特征 值 为 j 一 | 生 十 2, 属 于 jp 的 特征 向 量 为 Px, 又 |A|=7,A 有 特 


征 值 *=7,1( 二 重 ), 因 此 B 十 2E 的 特征 值 为 9,3,3. 
对 应 特征 值 9 的 特征 向 量 为 

= 主 

he 


OD ~ 
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0 了 本 = 一 1 一 1 
=|1 0 20|e 到 +@ 0 -obilrel 
6 -0 于 0 1 0 1 
其 中 Ci ,C: 是 不 全 为 零 的 任意 常数 . 
对 应 特征 值 3 的 特征 向 量 为 
on 人 本 0 
下 人 
0 01 DER 1 1 
其 中 C 为 不 为 零 的 任意 常数 ， 


题 型 161 ” 求 抽象 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


思路 启迪 : (1) 若 妇 满足 f(4) 二 0, 用 Ax 二 Xx; 
(2) 若 A 满足 |laB 十 bh | 二 0(5 汉 0), 用 loE 一 和 | 二 0. 


注 ， lag+5Al=|—6(—$E-4)|=(—s)" 


-$e-4|=0w-- 委 
例 3 设 4 为 3 阶 实 对 称 矩 阵 , 且 满足 条 件 ep 已 知 太 的 秩 ~(4) 一 2. 村 的 全 部 特 
是 A 的 特征 值 , 则 由 42 十 24 王 O 得 12 十 21 王 0, 解 之 得 1 一 0, 一 2.4 是 三 阶 实 对 称 矩 
阵 , 它 应 有 三 个 特征 值 为 0,0, 一 2 或 0, 一 2, 一 2. 
0 


当 特 征 值 为 0,0, 一 2 时 ,有 A 一 ,此 时 >(4) 王 1, 不 合 题 意 ; 


0 
= 
2 


当 特 征 值 为 0, 一 2, 一 2 时 ,有 4 一 ;此 时 (4) 王 2. 


所 以 4 的 全 部 特征 值 为 0, 一 2, 一 2. 
例 4 设 A 为 n 阶 和 矩阵 ;14| 关 0,A4" 为 4 的 伴随 和 矩阵 ,EE 为 n 阶 单位 和 矩 阵 . 车 和 A4 有 特征 值 A ; 求 
(A” ?十 EE 的 特征 值 . 


解 : 当 4 有 特征 值 时 ,A" 有 特征 信 | 人 ,所 以 CA" )* 十 E 有 特征 值 (| 全 ) 十 1. 


例 5 设 向 量 a 二 (a ;a2,… a1)' ,了 二 (b ,bs，…,b,)" 都 是 非 零 向 量 , 且 满足 条 件 aiP 二 0 记 
!. 阶 和 矩阵 4 三 哪 5, 求 (1)42;(2) 矩阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
分 析 : (1) 可 由 4 二 a(Pro)p' 直接 计算 . 
(2) 先 利用 4 的 特征 值 算出 A 的 特征 值 ,然后 计算 4 的 特征 向 量 . 

解 : (1) A: 二 a(Pra)P' =a(a' PP' =O; 

(2) 设 A 是 4 的 任 一 特征 值 ; 则 祖 是 A 的 特征 值 . 由 A’ 二 OQ 知 * 二 0, 即 和 4 的 特征 值 全 部 
为 零 . 

设 zx 一 (ziyzyzo)7 是 A 的 特征 向 量 , 则 满足 Ax 二 0, 即 


348 考研 数学 核心 题 型 [理工 类 ] 


aibi aibs ?> aib; Tl 
Qsb: azbs *** azbn | | 2 Sy 
CD Oa 3 he) 


由 于 是非 零 向 量 ,不 妨 设 刀 取 0, 则 上 述 方程 组 有 基础 解 系 
pz bs S b; 
(一 好 ,1,0,…,0) (一 至,0150| (00 
于 是 所 对 应 的 全 部 特征 向 量 为 
Cl (一 笃 ,100) 十 C (一 笃 ,0,10) 十 …… 十 Ca (一 各 00 
其 中 Gi ,Cs，…;C,_1 不 全 为 零 . 
注 : 本 题 的 矩阵 的 秩 为 1 ,一般 对 秩 为 1 的 方 阵 4, 有 以 下 结论 : 


设 A 是 n 阶 和 矩阵 , 则 xC4)==1 的 充分 必要 条 件 为 存在 两 个 非 零 向 量 @ 二 (41,az，*…* an) 
和 ) 十 (bi sb A ) yo) ,使 得 A=ap. 


题 型 162 特征 值 与 特征 向 量 的 送 问题 
思路 启迪 ; (1) 医 已 知 特征 向 量 , 则 用 外 二 


(2) 车 只 知 特征 值 %0, 则 用 |hE 一 A| 二 0. , , 
(3) 若 已 知 特征 值 和 特征 向 量 条 件 求 矩阵 A 时 ,要 想到 利用 P 14P 一 


A( 其 中 是 可 族 矩 阵 ,A 是 对 角 人 矩阵 ). 
a = C 
例 6 设 和 矩阵 A 二 | 5 b 3|, 且 |A4|= 一 1. 又 设 A 的 伴随 矩阵 A* 有 特征 值 %o, 属 于 
: TY 0 一 芭 


Ao 的 特征 向 量 为 CC 是 交 -< asb,e 及 的 值 . 
分 析 : 利用 A* a 二 Qa,14| 二 一 1 即 可 求 得 a,6b,c 及 Xo 的 值 . 
解 : 由 44 = 二 |4A|E 二 一 E,A* a 二 Ng: 有 AA “a 二 AQ ,从 而 一 a 二 Aa, 即 


a eh0 {= 一 站 AoC—at Le =1 
ol 已 3 区 sd | | es ot 
下 一人 09 一 1 1 AoC BSI Te d==| 
解 之 得 为 二 1,5 二 一 3,a 二 Cc. 
a = 让 a 
将 其 代入 |A|= 二 一 1, 有 9 2， 二 a 一 3 二 一 1, 解 之 得 a 二 2. 
1—a 1 = 


帮 a 二 2,b= 一 3,c 二 2, 和 二 1. 
注 : 当 问题 中 涉及 4 的 伴随 矩阵 4 * 时 ,要 想到 44* 二 |41E, 另 外 , 当 4 是 4 的 非 零 特征 值 


时 ,A* 有 特征 值 | 人 |, 且 对 应 的 特征 向 量 是 相同 的 . 
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QB 于 
a 
9 
解 : 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 


例 7 设 矩 阵 4 一 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,z, y 应 满足 什么 条 件 ? 


A 0 = > 0 > mh | 
[IAI A ee 
c= 0 A ey 0 A 
1 0 1 1 0 0 
= 7 | = 亦 一 秘 
pe 0 入 人 0 A 十 1 


站 人 一 JReF 功 
所 以 丰 的 特征 值 为 41 二 如 二 1;Xs 二 一 1. 由 于 怒 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,因此 ,对 应 于 二 重 
特征 根 1, 应 有 2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 所 以 (E 一 A) 的 秩 为 1. 


BN We 
(EhE— A = Oy 00 zoty 
一 业 从 1 0 :0 0 


要 使 (五 一 A) 的 秩 为 1,z 和 vy 应 满足 zx 十 y 一 0. 
例 8 设 3 阶 矩 阵 4 的 三 个 特征 值 分 别 为 一 1,0,1, 对 应 的 特征 向 量 分 别 为 
mi 三 (cy 十 3,a 十 227 | F100 =(1,2a, 一 丹 了 ,年 有 


a 8 
0 ae 二 1 8 | 二 0, 试 确定 参数 a 的 值 ,并 求 矩 阵 4. 
CS 2 
一 8 
解 : 由 0 二 10 ac 十 1 “8 | 二 a(a 十 1) 可 得 4 二 一 1,0. 
CS 


当 a 三 一 1 时,u 三 (一 1y2)1)7,02 三 (一 3, 一 1)0)7o 王 (1 一 2 一 1 满足 os 三 0 
所 以 w ,aszyoas 线性 相关 ,这 与 w ,az ,as 是 对 应 不 同 特征 值 的 特征 向 量 矛 盾 ( 因 为 不 同 特征 值 
对 应 的 特征 向 量 线性 无 关 ) ,因此 a 隆 一 1, 故 a 二 0. 此 时 

Ql = (0,3,2)7 Qi = (2 DD @s = 130% — DE 


Qari 1 Qin 172 li 二 
记 P=(@: az os) 王 |3 一 ] 0 由 专注 0 -上 2 a 

2 ' ， 2 js Bd mb 

| 
则 P-!AP== 0 ;从 而 有 
1 

1 fe 9 过 r+ = 二 丰产 - 冶 

入 二 13 1 0 0 | = | -| 3 站- 一 沪 | 

2 T 这 沪 业 吕 人 时 -二 十 FA.6 8 
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18. 3 相似 答 阵 及 其 对 角 化 


题 型 163 ”相似 矩阵 的 判定 及 其 逆 问 题 


思路 启迪 : (1) 若 A~A,B~A, 则 可 推出 A~B. 
(2) 已 知 4 一 B, 则 |A|= 二 |B| ,trA4==tr B 且 对 任意 的 4+, 有 | 六 一 A| 二 


| 和 五 一 如 | . 
2 40r 内 1 % 
例 9 设 有 3 阶 矩 阵 4=|0 0 1| 和 B=|0 一 1 0|, 试 判断 A;B 是 否 相 似 . 
0 100 0 —6 2 


分 析 : 若 直 接 由 B= 二 M1'AM 求 M, 显 然 相当 复杂 ,可 以 变换 一 下 思路 : 若 4, 子 都 相似 于 同一 
对 角 和 矩阵 , 则 也 可 得 证 4, 了 B 相似 . 
二 和 0 0 
0 5 Dl 
0 一 A 
得 4 的 特征 值 为 X41 二 2,X: 二 1,%3= 二 一 1. 
0 0 
0 2 十 1 0 
0 2 
得 B 的 特征 值 为 1 二 2,%s 二 1,%s 二 一 1 
由 上 可 知 , A4 和 B 均 有 三 个 不 相同 的 特征 值 , 因此 4 和 B 同时 与 对 角 答 阵 
2 0 0 
0 1 ”0| 相 似 ,由 相似 关系 的 对 称 性 与 传递 性 可 知 ,4 和 B 相似 . 
= 
例 10 设 矩 阵 4 和 B 相似 ,其 中 


解 : 由 | 妈 一 A|== (2 A 


由 |2E 一 B|== = 2 1 QAT1s 


A= 


二 = 


2 0 
-A 
Se rl 


ee 
0 2 0 
0 


试 求 x 和 >y. 
分 析 : 这 是 相似 矩阵 的 逆 问 题 , 即 已 知 两 矩阵 相似 , 反 过 来 求 矩阵 的 参数 ,根据 矩阵 4 和 了 吾 的 
特征 及 相似 矩阵 的 性 质 , 可 以 考虑 用 如 下 方法 确定 参数 zx 和 >y: 

(1) 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ; 

(2) B 为 对 角 和 矩阵 ,4 的 特征 值 即 为 B 的 对 角 线 元 素 , 以 此 求 出 工 和 y. 
解 : 方法 1 因为 A~B, 故 A,B 有 相同 的 特征 多 项 式 , 即 

12E—A|=| 一 B| 

得 @Q 十 2)[X2 一 (zx 和 盾 1)4 十 (x 一 2)] 二 (4 十 1)Q 一 2)Q 一 y). 

令 ;三 中 得 2 人 一 2) 一 2 六 即 y= 二 x 一 2; 令 A 二 1, 得 y= 二 一 2, 从 而 z==0. 

方法 2 ”因为 B 为 对 角 和 矩阵 ,又 A4~B, 所 以 A 有 特征 值 一 1,2 和 y; 而 特征 方程 为 
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1| 壕 一 和 |= @ 十 2 一 (十 DA 十 Xz 一 2 当 
将 4 二 一 1 代 人 得 六 ==0, 又 由 tr A 二 tr B, 即 一 2 十 x 十 1 二 一 1 和 寸 2 十 y, 得 y= 二 一 2. 


题 型 164 ”和 矩阵 可 对 角 化 的 判定 及 其 逆 问 题 


思路 启迪 : A 可 对 角 化 SX; 为 k; 重 根 , 则 属于 A 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 
个 数 : 
1 一 六 (还 -一 鸡 ) 王 有 
先 求 特征 值 ,再 分 析 判 定 . 另外 , 实 对 称 阵 一 定 可 对 角 化 ， 


Le 
3 3 

6 = 
求 可 逆 和 矩阵 P, 使 P 4P 为 对 角 阵 . 
解 : 4 的 特征 多 项 式 为 


例 11 设 A= , 求 4 的 特征 值 ,判断 和 4 是否 相似 于 对 角 和 矩阵 . 若 相 似 于 对 角 阵 ， 


一 1 3 一 3 
一 3 4 十 5 一 3 
一 6 6 4—4 
所 以 ,A 的 特征 值 为 1 一 M* 三 一 2,): 一 4 

要 使 A 相似 于 对 角 阵 ,对 应 于 二 重 根 一 2,A 应 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 此 时 特征 矩 
阵 一 2 五 一 4 的 秩 ==3 一 2 二 1. 用 初等 变换 法 求 秩 : 
一 3 3 一 3 
一 3 3 一 3 0 0 
一 6 ,6 一 6 6 :0 © 
所 以 -~( 一 2 一 4 人) 王 1, 因 此 和 矩阵 4A 相似 于 对 角 阵 . 求 出 属于 特征 值 一 2 的 特征 向 量 
1 一 1 
1 0 
0 1 


| 是 一 4 | 三 一 (1 十 2)2(CA 一 47) 


1 -Ll 1 
—2E—A= 


> 


dr = @z 一 


1 
对 应 于 4; 二 4 的 特征 向 量 为 ws 一 


ape Q 


1 ; 则 
2 0 2 

2 0 0 

PAP = G2 0 

0 0 4 

3 2 人 
例 12 设 和 矩阵 A 二 | 一 & 一 1 | , 问 当 大 为 何 值 时 ,存在 可 逆 矩 阵 已 ,使 得 已 "AP 为 对 角 

4 2 : 


矩阵? 并 求 出 卫 和 相应 的 对 角 和 矩阵 . 
分 析 : 只 要 确定 为 何 值 时 ,A 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 即 可 . 
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A — 三 2 人 2 
解 ; 由 | 主 一 村 | 二 中 大 有 秆 1 一 | 三 (0 由 区 2 二 7) 有 得 机 的 特征 值 为 国 一 二 1 (二 
一 4 一 2 4 十 3 
重 ), 和 z= 二 1. 
当 ) 一 i 王 一 1 时 ， 
一 4 一 2 "2 一 4 二 2 2 
ANAE—A=| & 5 |- k 4 
M4 一 2 ‘2 0 0 0 


所 以 只 有 当 上 =0 时 ,rGOiE 一 4 人 ) 三 1 对应) 一 三 一 1,4 有 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,从 而 4 
有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,也 就 是 说 , 当 &==0 时 ,存在 可 逆 和 矩阵 P, 使 得 已 :4P 为 对 角 和 矩阵 . 
3 2 一 2 
0 -一 1 04 的 对 应 于 ) 王 j 二 一 1 的 特征 向 量 为 
4 2 一 3 
gwi = (一 1,2,0)T w= CIO DY 
4 的 对 应 于 1 一 iz 王 1 的 特征 向 量 为 m3 二 (1,0,1)". 


= = 
= 
1 


-A 
2 1 
例 13 设 4 是 3 阶 矩 阵 ,a 是 三 维 列 向 量 ,a,Aa ,A?a 线性 无 关 . 如 果 34wx 一 24*a 一 A’a 二 0， 
证 明 : A 相似 于 对 角 阵 ,并 求 14 十 五 | . 
分 析 : 证 明 3 阶 矩 阵 A 有 三 个 线性 无 关 的 特征 向 量 即 可 . 
证 : 因为 a,Aa ,42za 线性 无 关 , 所 以 P 二 (a,Aa ,A@) 可 道 . 
由 A 二 0， a 十 340 一 24?a, 有 


当 k 二 0 时, A 二 


A(a hx Aa)=(A0 Aa Aia)=(@ hx A’a) 


QP 矶 
0 


.1 一 寺 2 
0 0 0 0 0 
妈 AP 一 PIl1 0 3|, 因 此 了 1'AP==|11 0 3| 三 B, 即 A~B. 
0 1 一 2 0 1 一 2 
从 0 0 
又 | 退 一 B|= 王 | 一 1 4 一 3 | 二 X40 一 1)Q 十 3), 故 B 的 特征 值 为 0,1 和 一 3, 而 4 一 
0 


B, 因 此 4 的 特征 值 也 为 0,1 和 一 3, 即 4 有 三 个 不 同 的 特征 值 , 所 以 4 相似 于 对 角 阵 . 
由 于 4 十 E 的 特征 值 为 1,2 和 一 2, 故 |A 十 E|==1X2X( 一 2)== 一 4 


题 型 165 ”有关 实 对 称 和 矩阵 的 命题 


思路 启迪 : 利用 实 对 称 矩 阵 特征 值 和 特征 向 量 的 性 质 进行 讨论 
(1) 实 对 称 矩 阵 必 能 相似 对 角 化 , 且 可 用 正 交 矩阵 相似 对 角 化 ; 
(2) 实 对 称 矩 阵 不 同 特征 值 的 特征 向 量 相互 正 交 1 
(3) 实 对 称 算 阵 的 特征 值 必 是 实数 3 寺 .1 
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例 14 设 3 阶 实 对 称 和 矩阵 4 的 秩 为 2,hi 一 12 王 6 是 4 的 二 重 特征 值 . 若 w 三 (1,1,0)5，oz 一 
(2,1,1)",@s 二 (一 1,2, 一 3)" 都 是 4 的 属于 特征 值 6 的 特征 向 量 . 求 4 的 另 一 特征 值 和 对 应 
-的 特征 向 量 . 

分 析 : 由 矩阵 4 的 秩 为 2, 立 即 可 得 4 的 另 一 特征 值 为 0. 再 由 实 对 称 矩 阵 不 同 特征 值 所 对 应 
的 特征 向 量 正 交 可 得 相应 的 特征 向 量 . 

解 : 因为 和 :一 j% 一 6 是 4 的 二 重 特征 值 , 故 4 的 属于 特征 值 6 的 线性 无 关 的 特征 向 量 有 2 个 . 
由 题 设 知 m 王 (1,1,0)7,o 一 (2171D5 为 4 的 属于 特征 值 6 的 线性 无 关 特 征 向 量 . 

又 因为 4 的 秩 为 2, 于 是 |A| 二 0, 所 以 4 的 男 一 特征 值 %3 二 0. 设 13 王 0 所 对 应 的 特征 向 量 
为 a 二 (zi,zz ,Zz3)7, 则 有 aia 二 0,@i@a 二 0; 即 
zl 十 zz 一 0 
2zi 十 zz 十 za 一 0 
得 基础 解 系 为 a 二 (一 1,1,1)", 故 A 的 属于 特征 值 M: 王 0 全 部 特征 向 量 为 
ka 二 k( 一 1,1,1)” (为 任意 不 为 零 的 常数 ) 

例 15 设 6,3 和 3 为 3 阶 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 , 且 属 于 4 二 3 的 特征 向 量 为 四 一 (一 1,0， 
1)7,@z 二 (1,2,1)T, 求 A. 

解 : 设 对 应 4=6 的 特征 向 量 为 二 (zi ,zz ,xa)", 则 由 4 是 实 对 称 矩 阵 知 ,不 同 特征 值 对 应 的 
特征 向 量 正 交 , 即 

A 30 pe* 十 za 一 :0 
Pra 一 0 zi 十 2z2 十 x3 二 0 
可 解 得 该 方程 组 的 基础 解 系 为 (1, 一 1,1)5, 于 是 可 取 有 (1 ,一 1,1)7. 


ey ,| 
2 于 


1 


© 


-= 1 
Ql 
全 : 1 


全 了 = @ = " 且 


wo 四 | 一 六 | 一 
wo wl 


wl | ~ 
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9 重要 定理 、 公 式 和 结论 
19.1 重要 结论 


(1) A 正定 二 4T,A-! ,A" 均 正定 . 
(2) A,B 正定 过 A 十 B 正定 ,但 4B,BA 不 一 定 正定 ; 若 A,B 正定 , 且 4,B 可 交换 , 则 .4B， 
BA 正定 . 
(3) A 正定 全 四 VX0,X'AX>>0; 
名 4 的 所 有 顺序 主子 式 均 大 于 零 ; 
@ 4 的 所 有 特征 值 都 大 于 零 ; 
@ 二 次 型 的 正 惯性 指数 为 nn; 
© A=P'P, |P|A0; 
@ 存在 正 交 和 矩阵 0, 使 得 Q "AQ 一 0 :40 三 diagLh ah] Ni 二 0 一 
1 ,2 ，… ,Nn. 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
19.2 ”二 次 型 题 型 


题 型 166 二 次 型 所 对 应 的 矩阵 及 其 性 质 
思路 启迪 : 搞 清 二 次 型 对 应 的 矩阵 、 二 次 型 的 秩 、 正 负 惯 性 指数 等 概念 。 
(DE zr) 一 思 加 yzizj 一 XTAX，, 其 中 


Qil U12 Qin Tl 

U21 dd22 Con XT2 
= c = 

Qnl tn? PR rm Tn 


则 矩阵 A 称 为 二 次 型 f(zi,xz，…,zn) 的 矩阵 ,A 的 秩 r《A) 定 义 为 二 
次 型 f(z zo，*… ,zx ) 的 秩 . 

(2) 标准 型 : f 二 di 十 … 十 dyx. 《不 唯一 ) 

(3) 规范 型 : 廊 十 十 访 一 和 41 一 … 一 和 成 ,Pr<<n. (唯一 ) 
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二 次 型 的 规范 型 是 唯一 的 . 其 中 p(A 的 大 于 0 的 特征 值 的 个 数 ) 
称 为 二 次 型 的 正 惯性 指数 ,rr 称 为 二 次 型 的 秩 ,r 一 p(A 的 小 于 0 的 特 
征 值 的 个 数 ) 称 为 二 次 型 的 负 惯 性 指数 ,这 三 个 数 是 三 次 型 在 可 逆 线 
性 变换 下 的 不 变量 . 


例 1 填空 题 . 

(1) 已 知 二 次 型 PFCzyzyzs) 一 5z 士 52 十 cz 一 2xzzz 十 6zizs 一 6zzzs 的 秩 为 2， 
则 ce 二 ' 

(2) 设 f(ai ?2 sa =(a1Z1 QT 十 ass ) (bx B22 bs 并 3 ) 为 非 零 二 次 型 ,二 次 型 所 
对 应 的 矩阵 为 . 当 ab 十 asby 十 asbs 二 0, 二 次 型 的 正 惯性 指数 为 ; 负 惯 
性 指数 为 


分 析 ; 二 次 型 对 应 的 矩阵 是 对 称 答 阵 . 阁 X AX 中 的 矩阵 4 非 对 称 ， 用 对 称 矩 阵 六 (A 十 A7) 恋 
换 和 矩阵 A. 


FE 3 
解 : (1) 二 次 型 所 对 应 的 矩阵 为 4 三 | 一 1 5 一 3|, 因 x(4)==2, 故 
< C 
| 3 
| | = 5 一 3| 王 24c 一 72 一 0 
~ C 


解 得 < 一 3. 
《2 记 Q= (a aQ2 03 2 :P= (Di ,Db» ,Os ) 某 二 (Xi sT2 ,Xa ) 严 , 则 


号 


Wi a = = Ar( 哈 寺 肥 )X 


二 次 型 所 对 应 的 矩阵 为 又 -二 


由 f 了 0 知 @,B 均 为 非 零 向 量 ,而 a1b1 十 azbs 十 asb; 二 0 表示 @ 与 B 正 交 , 因 此 xp 线性 无 
关 . 由 此 可 作 非 退化 的 线性 变换 ,使 
由 = dz Tar asza 六 三 和 在 十 Do 十 os 
此 时 二 次 型 成 为 f= yiyzs 令 "yi 二 zi 十 zx， 二 加 一 Zz2，Y3 王 zs， 则 得 规范 型 1 二 如 一 总 ; 因 
此 f 的 正 惯性 指数 为 1, 负 惯性 指数 也 为 1. 
例 2 设 A 为 n 阶 实 对称 和 矩阵 , r(4) 二 nyAj 是 和 A4==(a5)sxw 中 元 素 a5 的 代数 余子 式 , 二 次 型 为 
Rao) D> 站 各 TA Ta 


(1) 记 成 一 (zl 3 2 | f(x Ts" …, 工 , ) 写 成 矩阵 形式 ,并 证 明 三 次 型 fCX) 的 矩 
阵 为 A 

(2) 二 次 型 g( 入 二 XiAX 与 (XD) 的 规范 型 是 否 相同 ? 并 说 明理 由 . 
分 析 : (1) 将 二 次 型 写成 矩阵 形式 /(X) 二 X" -A "XX3A XX, 并 证 明 A 为 对 称 答 阵 


(2) 因为 合同 矩阵 对 应 的 三 次 型 具有 相同 的 规范 型 ,所 以 只 要 证 明 竣 合同 于 A . 
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解 : (1) 二 次 型 的 矩阵 形式 为 


An Azl An T] 
Ai A A 
fF 三 fryreys st) = zs | 也 浊 ZX 
A An A Tn 
一 各 EE 芭 二 XA 
14| 


目 由 (4-DT 一 (AD 一 4- 知 ,4 是 实 对 称 矩 阵 ,所 以 二 次 者 f(X) 的 矩阵 为 A. 
(2) 由 A 二 A4-1A 二 A4 -1AT 知 A 合同 于 A-!, 因 此 二 次 型 g(X) 二 XTAX 与 fA(X) 的 规范 
型 相同 . 


题 型 167 用 正 交 变换 法 化 二 次 型 为 标准 型 


思路 启迪 : 正 交 变 换 法 守 二 QY(Q 为 正定 矩阵 ) 化 二 次 型 为 标准 型 的 具体 步 
又 为 : 
(1) 首先 写 出 二 次 型 矩阵 A, 并 求 出 A 的 全 部 特征 值 A1 ,hz ,hv 
(2) 对 每 个 特征 值 求 出 相应 的 特征 向 量 . 
(3) 对 应 不 同 的 特征 值 的 特征 向 量 是 相互 正 交 的 , 单 重 特征 值 对 应 
的 特征 向 量 ,只 需 将 其 单位 化 ,对 应 重 根 的 特征 值 ,应 先 找 出 个 
线性 无 关 的 特征 向 量 ,然后 正 交 化 ,再 将 其 单位 化 . 
(4) 由 前 面 求 出 的 nn 个 线性 无 关 的 正 交 特征 向 量 组 成 的 矩阵 Q 即 为 
其 所 求 的 正 交 和 矩阵 . 作 正 交 变 换 及 ==QY; 则 
fx1,°s Tn N= EAX 一 YIOT74OY = YQ AQY 

Al 


=Y Y 二 十 和 谍 和 十 "十 Xn 


An 
Ai 


即 和 A 与 A= 噬 合 同 又 相似 . 


A 
这 种 方法 只 是 对 实 二 次 型 ,这 时 不 仅 要 求 线性 变换 的 答 阵 是 可 

逆 的 ,而 且 是 正 交 矩 阵 , 即 C :一 Cr. 

注 ; 对 于 实 对 称 矩 阵 A,B, 若 存在 可 道 阵 P 使 PTAP 一 B, 则 称 A,B 为 合同 

矩阵 ， 


例 3 已 知 实 二 次 型 f(xiyzsyZX3) 二 a(zi 十 Zz2 十 2X8) 十 4z1zs 十 4z1z3 十 4z2X3 经 正 交 变换 x 二 
Qy 可 化 成 标准 型 f 一 6yi , 求 常 数 &. 

分 析 : 利用 了 的 两 个 表达 式 的 矩阵 相似 即 可 . 

解 : f(z zz;z3) 二 Q(x? 十 有 2 十 Z 科 十 4z1 有 十 xixs 十 4z2zs 的 矩阵 为 
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a 2 
及 一 | 名 区 之 
dl 
6 
与 {=6y? 的 矩阵 B= 0 | 相似 ;所 以 计 A=tr B, 即 34 二 6, 故 a 二 2. 
0 
例 4 设 二 次 型 


JFCziyzzyZ3) = X'AX = ari 273 — 2z3 + 2brizs (b> 0) 
其 中 二 次 型 的 矩阵 4 的 特征 值 之 和 为 1 ,特征 值 之 积 为 一 12. 

(1) 求 a,b 的 值 ; 

(2) 利用 正 交 变换 将 二 次 型 f 化 为 标准 型 ,并 写 出 所 用 的 正 交 变换 和 对 应 的 正 交 和 矩阵 . 
分 析 : (1) 利用 特征 值 之 和 , 即 A 的 主 对 角 线 上 元 素 之 和 及 特征 值 之 积 , 即 |4|, 确 定 ap 
的 值 ; 

(2) 用 通常 方法 计算 正 交 变换 与 正 交 和 矩阵. 

解 : (1) zzzyzs) 一 XIT4X 王 cz 二 22 一 2 好 十 202i2zs 的 矩阵 为 


a 0 b 
A=|0 2 0 
b 0 一 2 


由 特征 值 之 和 , 即 4 的 主 对 角 线 上 元 素 之 和 及 特征 值 之 积 , 即 |4| 可 得 
人 二 2 下 全 2) 三 1 
—44—25 =—12 


1 2 
0 0 
2 交 


二 (A 一 2)* (4 十 3) 得 A 的 特征 值 为 4 二 一 3,2,2. 容易 算 


解 之 得 a 二 1,6=2. 
(2) 将 a=1,6=2 代入 和 可 得 


WA, = 


由 |2E 一 A|==| 0 A=2 0 
2 0 2 和 2 
得 对 应 的 特征 向 量 为 

Wi = G70 一 2)T 二 C0 (et (05120)T 


显然 m ,azyas 是 正 交 向 量 组 , 现 将 它们 单位 化 得 
nD 2 1 
二 及 二 (后 '0, 霹 ) B= (0,1,0)™ 
: 


记 Q=(h PB B)= 1| , 则 相应 的 正 交 变换 为 羡 二 QY, 其 中 Y 了 一 《yi ,yo， 


0 


本 |- © Is 
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3) ,在 此 正 交 变换 下 ,f(yi,y2sys) 一 一 3yf 十 2 肖 十 2y8. 

例 5 设 二 次 型 f(zi ,zz ,Xs) 二 Xf 十 十 3 十 2azizz 十 2z1X3 十 2BzzZs 经 正 交 变换 四 二 QY, 化 
成 f=% 十 2y8 ;其 中 办 二 (zi,z2 ,Xs)T 时 二 (yy yz ys 沪 是 三 维 列 向 量 ,Q 是 3 阶 正 交 和 矩阵 , 试 
求 常 数 a,p. 

分 析 : 经 正 交 变换 , 原 二 次 型 的 矩阵 和 新 二 次 型 的 矩阵 相似 ,因此 它们 有 相同 的 特征 多 项 式 . 
解 : 变换 前 后 二 次 型 的 矩阵 分 别 为 


a 0 
A=|la 上 8 B= 1 / 
1 ed | 2 
/一 X AX 经 过 正 交 变换 天 一 COY 化 为 Y BY, 所 以 |E 一 4A| 二 |E 一 B|, 即 
en A 
a ple | 
= Wal A 2 


A 3 A A A A 
比较 ， 的 同 次 宕 系数 得 2 一 a 一 二 2, (Co 一 及 一 0. 
故 x 王 6 一 0. 
例 6 已 知 二 次 型 f(zi zyzs) 王 (1 一 c 好 十 (一 cz 十 2z3 十 2(1 十 zzizz 的 秩 为 2. 
(1) 求 a 的 值 ; 
(2) 求 正 交 变 换 X 一 QY, 把 f(xisx2 ,zs ) 化 成 标准 型 ; 
(3) 求 方程 f(xi ,zz ,zs) 王 0 的 解 . 
解 : (1) 二 次 型 矩阵 为 


l= Fad 
A= |l+a 1 一 a | 
0 Qi ,2 
=a 1b 0 
由 二 次 型 的 秩 为 2 可 知 |A|==|1 十 a 1 一 a 0|=0, 得 a=0. 
0 0、 2 
TW 
(2) 由 解 (1) 知 4 二 |] 1 0|, 可 求 出 其 特征 值 为 X11 二 Xs 二 2,1s 二 0. 
0， 
1 ”一遍 网 ly 0 
因为 2E=—A=T, A Ol0 0 
i A -0 


所 以 (2E 一 A)x==0 的 同 解 方程 组 为 zi 一 zs 一 0, 经 过 观察 ,可 得 属于 特征 值 4 二 2 的 正 交 的 特 


1 | 
1 


征 问 量 @&1 二 |1 
设 os 为 属于 特征 值 4 二 0 的 特征 向 量 , 所 以 Ci as 一 0,az xs 一 0. 


3 02 一 


0 
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1 
ul 
Ta 0 


由 于 w ,oz ,as 已 经 正 交 , 直接 将 wiivaz ,as 单位 化 ,得 
1 0 


mlm Da 0 , 故 取 ms 一 


设 xi 三 6 


2 


, 1 
,se A 
0 1 V2 0 
令 Q=(h ”th ” 计 h), 它 即 为 所 求 的 正 交 变换 矩阵 ， 由 XX 二 QY, 可 化 原 二 次 型 为 标准 型 
flziszs Ts)—=2y 2s 

(3) 由 f(ziyzz ,x3) 二 2y? 十 2 六 二 0, 得 二 0, yo 二 0,y3 二 上 (hk 为 任意 常数 ). 从 而 所 求解 
0 区 
0 = 
k 0 
注 : 在 求 有 重 根 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 时 ,有 意 取 正 交 的 两 个 向 量 , 这 样 可 省 去 正 交 的 步 
又 ,简化 计算 . 
例 7 已 知 二 次 型 FGzi yzzyzs) 王 地 十 < 好 十 对 十 2ziz 一 2zsz3 一 20zlzs 的 正 惯性 指数 为 1， 
负 惯 性 指数 为 0. 

(1) 求 正 交 变 换 矩 阵 2 ,使 得 通过 正 交 变换 X 一 CQY, 化 此 二 次 型 为 标准 型 

(2) 计算 pax f(z 本 


1 [国生 


为 XQY 一 (zp th)10| 二 kn 二 ,其 中 c 为 任意 常数 . 


解 : A=| 1 a 一 1|, 由 于 xr(4)==1l 十 0=1=>|A|= 一 (a 一 1)?(a 十 2)=0 
> 1 
车 a=1, 则 (4) 二 1, 符 合 题 意 ; 若 4 二 一 2, 则 xr(4) 二 2, 不 合 题 意 . 
1 T 7 = 
故 a=1,A==| 1 1 一 1|, 解 | 相 一 A|==0 可 得 1 二 二 0,Ns 二 3. 
70 = 1 
-1 TL :同人 和 | 
因为 0 下 二 0 二 | 二 1 =1 1| 一 |0 0 ,| 
i | 6 人 和 


所 以 (0，E 一 A)x= 二 0 的 同 解 方程 组 为 zi 十 zz 一 Z 三 0. 
经 过 观察 ,可 取 属 于 特征 值 A=0 的 正 交 的 特征 向 量 = DE ;02 =(1,1 2 
设 ws 为 属于 特征 值 4 二 3 的 特征 向 量 ,所 以 gi@; 二 0,@i@s 王 0. 


1 
ls, 
le St- 


由 于 xl,az ,0s 已 经 正 交 ,直接 将 0 02 3 03 单位 化 ,得 


‘1 
Bh -让 


0 


立 ] 
, 则 全 0' 故 取 一 


设 @ 一 A 


并 2 
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0 
令 Q 二 (hi; 庐 , 民 ), 则 0 "40 二 | 0 |: 令 X=QY, 其 中 Y= 二 (yi,y2)ys) , 则 
3 


f=x'Ar=yQ A0y= 3 
X DE = GOr = Y= Sd 
当天 于 一 2 时 ,YY 一 2, 则 了 在 X"X=2 下 的 最 大 值 , 即 在 Y'Y 二 2 下 的 最 大 值 为 取 了 一 
(050W2)7 ,得 fox 二 yl T=6. 


题 型 168 ”有关 正定 的 判定 


思路 启迪 : (1) 若 人 入 为 数值 型 ,根据 所 有 的 顺序 主子 式 是 否 全 大 于 零 或 特征 值 
是 否 全 大 于 零 来 判定 , 若 全 大 于 零 , 则 二 次 型 或 矩阵 为 正定 . , 
外 车 入 为 抽象 型 , 则 可 用 特征 值 是 否 全 大 于 零 或 用 定义 : 任意 x 了 
xTAx >0 来 判定 . 


例 8 设 二 次 型 f(zi1,zz yz3)= 二 ACZf 十 如 十 对 ) 十 2z1zs 十 2Z1z3 一 2zzxa， 试 问 当 入 取 何 值 时 ， 
了 是 正定 的 . 

A 1 1 
解 : 二 次 型 上 的 矩阵 为 4 王 |1 和 一 1|, 它 的 顺序 主子 式 为 


1 —1 A 
,re、 
A =# 14 一 一 2Q+D' 
车 要 使 f 是 正定 , 4 必须 满足 
SO 
eis 
(X=2) TD >=0 


解 此 不 等 式 组 得 4 二 2. 
例 9 设 有 ?7 元 实 二 次 型 

Faiszayeeyzh) = (Ti Tat) (zeta) Td (ze ard) (zr ory 
其 中 (i 二 1,2,*… 0) 为 实数 ,试问 : 过 dlsd2""" sd 满足 何 种 条 件 时 ,二 次 型 CR SX29" ”9 
Zz,) 为 正定 二 次 型 ? 
分 析 : 由 于 f(ziyz2os" Ti) 宇 0, 所 以 只 要 寻找 当 且 仅 当 TIT2 9 gn 均 为 0 时 使 fx, 
Zz2，"*… ,Tn) 一 0 的 条 件 成 立即 可 . 
解 : 显然 fm »T2 ys Tr) 0. f(x 2 当 上 是 仅 当下 列 方程 组 成 立 

‘ XI 十 aizz 一 0 


T2 二 sa 一 10 


| Cai = 0 


ZE 十 Canzi = 0 
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方程 组 的 系数 行列 式 为 
a 0 0 
(SE VR. 
a1 人 全 |; | ==1 卡 (一 Diagara, 
0 | Ou 
OO A 1 


因此 方程 组 只 有 零 解 的 充 要 条 件 是 1 十 (一 1)"™ aiaa…an 天 0， 
所 以 , 当 aaz ,oa 满足 1 十 (一 1D)maiaz…a 和 关 0 时 ,对 任意 一 组 不 全 为 零 的 数 zi， 

T2 3""" Tn 都 有 f(zxi ED 即 二 次 型 正定 . 

i 

QO 2 0 

| 

A, 使 B 与 A 相似 ,并 求 & 为 何 值 时 , B 为 正定 和 矩阵, 

分 析 : 如 果 A 相似 于 对 角 阵 A , 即 存在 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 P "AP 一 A, 则 P 'f(4)P 王 (A). 此 

时 判定 是 否 正 定 , 从 特征 值 出 发 比较 方便 . 

解 : 矩阵 4 的 特征 方程 为 


例 10 设 矩 阵 4 一 ;矩阵 B= 二 ( 妇 十 A)* ,其 中 为 实数 , EE 为 单位 矩阵 , 求 对 角 阵 


> | 0 a 
0 和 一 2 0 
= 0 入 一 


| 于 一 A |= 三 XGA 三 272 


所 以 4 的 特征 值 为 X41 二 0,1; 二 A 二 2. 
由 于 4 是 实 对称 和 矩阵 ,所 以 4 相似 于 对 角 阵 , 即 存在 可 逆 和 矩阵 P, 使 P 4P 三 

尺 
开 十 2 


0 
2 
2 


二 A, 因 此 PkE 十 4)P= 浴 而 PE+A)*P=P™'(kE+TA), 


十 2 
让 


PP (kE+A)P= (CR 十 27) 


(k 二 2)? 
B= 二 (kE 十 A)’ 的 三 个 特征 值 为 及 , (E 十 2)2, (十 2)2. 当 特 征 值 全 大 于 零 , 即 有 关 0 且 

& 尖 一 2 时 ,了 为 正定 矩阵 . 

例 11 设 A4 为 n 阶 正定 矩阵 , 是 n 阶 单位 矩阵 ,证 明 E 二 A 的 行列 式 大 于 1. 

分 析 : 从 特征 值 出 发 证 明 . 由 正定 矩阵 A 的 特征 值 大 于 零 导出 EE 十 A 的 特征 值 大 于 1. 

解 : 设 加 ,hz，,… ,4 为 矩阵 A 的 特征 值 , 则 EE 二 A 的 特征 值 为 入 十 1,hz 十 1，… ,A 十 1. 
由 于 有 是 正定 矩阵 , 故 忆 过 0 过 0, 过 0, 因 此 四 十 1 关 1z 十 1 盖 1，… 十 1 盖 1， 
故 | 五 十 4A| 王 (十 1)(As 十 1)…( 十 1) 之 1 


例 12 设 D 一 (全) 为 正定 箱 阵 ,其 中 人,B 分 别 为 加 阶 . 阶 对 称 矩 阵 ,C 为 mmX 矩阵 


有 


"i 
CD 计算 PrDP, 其 中 P| | 


(2) 利用 (1) 的 结果 判断 矩阵 B 一 CT4A 一 C 是 否 为 正定 矩阵 ,并 证 明 你 的 结论 , 
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分 析 : (2) 讨论 抽象 矩阵 的 正定 性 ,一 般 用 定义 . 


Ee "0O , 
解 : (1) 因为 we | | 所以 有 
起 证 二 | E, | A 
二 CEA ENO BilO : Bi 
= C 全 wm O ) 
0=B—CA ENO 1 0 B—C'AC 
(2) 矩阵 也 一 CTA-C 是 正定 矩阵 . 
由 解 (1) 的 结果 可 知 ,矩阵 DD 合同 于 矩阵 
ed 
OBEA AC 


又 DD 为 正定 矩阵 ,可 知 矩 阵 M 为 正定 矩阵 . 

因 和 矩阵 M 为 对 称 矩 阵 , 故 B 一 C'A“'C 为 对 称 答 阵 ， 对 六 二 《0,0,…,0)" 及 任意 的 了 二 
《1 9 到 交 天 0 有 

CxT， YD» (0 
故 B 一 CT'A“'C 为 正定 矩阵 . 
例 13 设 A 为 mXn 实 和 矩阵,E 为 n 阶 单位 矩阵 .已 知 矩 阵 了 3 三 生 十 474, 试 证 明 : 当 4 二 0 时 ， 
和 矩阵 如 为 正定 和 矩阵， 
分 析 : 根据 正定 矩阵 的 定义 证 明 ， 
证 i 首先 由 B= 二 QB 十 ATA)' 二 冯 十 A474 二 B 知 B 是 实 对 称 矩 阵 , 此 外 ,对 于 任意 非 零 实 向 量 
下 一 (21722yzo)7 有 
XTBX 王 EXTOE + ATA)X = AXTKX+T (AX LAXY 
XTX>0,(C4AX)TC4X) 三 0 二 0 所 以 XITBX 0. 故 当 ) 六 0 时 , 抢 阵 了 3 为 正定 矩阵 . 


题 型 169” 与 二 次 曲面 相关 的 命题 


思路 启迪 : 须 记 住 二 次 曲面 的 标准 形式 及 其 正 负 惯 性 指数 . 设 妨 为 正 惯 性 指数 ， 
g 为 负 慢 性 指数 , 则 
(1) 球面 方程 攻 十 源 十 之 二 R*(R>0) ,p= 二 3. 


(2) mt 去 为 正 数 ) ,23 


O 


> ee j= Yi(B— CA-CY > 0 


[2 


2 oy 
(5) Ra one hard 


达 2 2 
(6) 椭 刺 柱 面 二 十 站 二 1; 知 十 与 二 1 ;十 福 二 1(asByc 均 为 正 数 ); 力 二 2. 


2 
@ 
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例 14 设 4 为 3 阶 实 对 称 和 矩阵 ,如 果 三 次 曲面 方程 


了 
之 
在 正 交 变换 下 的 标准 方程 的 图 形 如 图 19 一 1 所 示 , 则 A 的 正 
特征 值 的 个 数 为 ( ). 
(A) 0 (BT (Cy)20 8s 
分 析 : 由 图 19- 1 可 看 出 此 二 次 曲面 为 旋转 双 叶 双 曲 面 . 图 19-1 


解 : 旋转 双 叶 双 曲 面 的 标准 形式 为 到 一 点 一 兰 一 1, 正 惯性 指数 


为 1, 所 以 4 的 正 特征 值 的 个 数 为 1, 故 选 (B). 
例 15 已 知 二 次 曲面 方程 为 民 十 ay 十 2 十 2bxy 十 2xz 十 2yz 二 4, 可 以 通过 正 交 变换 
. 
7 
和 lq 
化 为 椭 柱 面 方程 及 十 4 二 4, 求 a,b 的 值 和 正 交 和 矩阵 @. 

解 : 二 次 型 f(x,y,z) 二 十 ay 十 池 十 2bzy 十 2xz 十 2yz 的 矩阵 为 
[| 
/| 
0 


(Cryyyz)A = 


ly 


二 此 (@ 是 3 阶 正 交 和 矩阵 ) 


y= 


0 
1 
1 


由 题 设 可 知 ,4 一 ; 即 A 的 特征 值 为 0,1,4, 所 以 有 


trA=0 十 1 十 4 


14|= 1 
4 
即 
1l+a++1=5 
:i 
ba 1=0 
Wi ,Dl 
解 此 方程 得 a 二 3,6 二 1. 于 是 
1 扩 
= | 3 1 
i 


对 应 于 4=0, 解 (0* E 一 A)x= 二 0 可 得 属于 特征 值 4==0 的 特征 向 量 为 @i 王 (1,0, 一 1)". 
对 应 于 六 =1, 解 (1* E 一 A)x=0 可 得 属于 特征 值 4==1 的 特征 向 量 为 as 二 (1, 一 1,1). 
对 应 于 和 =4, 解 (4 :一 A)x==0) 可 得 属于 和 煌 征 值 4==4 的 特征 向 量 为 m 王 (1,2,1) 
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因为 4 是 实 对 称 和 矩阵 ,不 同 特征 值 对 应 的 特征 向 量 是 正 交 的 ,所 以 内需 将 它们 单位 化 
即 可 . | 


= Sk 上 0 ol 
Ph | 上 | Ds 1) Bb | oz | 全 3 和 ) 应 | os | Re 


则 所 求 的 正 交 和 矩阵 为 @=(B 有 &B B&B) 二 | 0 


六 及 肪 左 
全 > 全 Iw 本 


[0 


第 3 篇” 概率 论 与 
， 数理 统计 题 型 


/A 


第 20 章 事件 的 概率 


20.1 重要 性 质 


1. 事件 之 间 的 关系 与 运算 
(1) 事件 的 包含 : 若 事件 A 发 生 必 人 然 会 导致 事件 B 发 生 , 则 称 事件 B 包 含 A, 记 为 B 沪 A. 
(2) 事件 相等 : 若 ACB 且 BCA, 则 称 事件 A 与 B 相 等 , 记 为 A=B, 即 A==BGSGACB， 
BCA. 
(3) 事件 A 与 B 的 并 (或 和 ): A 十 B( 或 AUB), 表 示 A,B 至 少 有 一 个 发 生 . 
(4) 事件 A 与 B 的 积 (或 交 ): AB( 或 A 门 B) ,表示 A,B 同时 发 生 . 
(5) 事件 A 与 B 的 差 : A 一 B, 表 示 A 发生 而 B 不 发 生 . 
(6) 互 不 相 容 (或 互 斥 ) 事 件 : 满足 AB= 二 OO 的 事件 A,B. 
注 : 在 一 次 试验 中 ,基本 事件 都 是 两 两 互 斥 的 . 
(7) 对 立 事件 : 满足 A 十 B=2,AB 王 你 的 事件 A, 如 , 称 也 是 A 的 逆 事 件 A,A 是 B 的 道 
事件 B, 即 A=B,B=A. 
注 : 对 立 事件 一 定 是 互 斥 事件 ,但 互 斥 事件 不 一 定 是 对 立 事件 . 
(8) 事件 的 运算 律 : 
@ 交换 律 : A 十 B= 一 B 十 A,AB==BA. 
@ 结合 律 : (A 十 B) 十 C=A 十 (B 十 C), (AB)C==A(BO). 
@ 分 配 律 : (A 十 B)C=AC 十 BC,A 十 BC 二 (A 十 B)(A 十 0). 
图 德 . 摩根 律 : A 十 8B 一 A B,AB=A 十 EB. 
A 十 As 十 … 十 A 二 A142 
AiAs*…A, 二 A 十 As 十 “十 


A,. 
A 
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注 : A 一 B= 二 AB. 
2. 概率 的 定义 和 性 质 
CI A 
设 A 为 随机 事件 ,PCA) 为 定义 在 随机 事件 集合 上 的 实 函 数 ; 若 满足 : 
© P(0)=B 
©@ 0<P(A)<1; 
@ 具有 可 列 可 加 性 . 设 Al,As，…,A:，…: 两 两 互 斥 , 则 有 下 式 成 立 
P6Ai 十 和 十 心 十 As) 二 PCA1) 十 PCAz) 十 … 十 PAW 十 … 
称 P(A) 为 事件 A 发 生 的 概率 . 
(2) 性 质 , 
© P(O)=0; 
四 P(A)=1—P(A); 
@ 有 限 可 加 性 . 设 Al ,A: ,…,A, 两 两 互 斥 , 则 下 式 成 立 
P(A +As :FA) = P(AD FP6AY "+ P(A,) 
一 般 地 ,对 任意 个 事件 Al,A;，…,A,， 有 下 式 成 立 
P(OOAI pA 台 扩 尖 太 & 有 03D POAAAN) ++ 
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i< < hn 
(— 1)™ P(A A,.…A,) (1) 
式 (1) 为 概率 的 加 法 公式 ,常用 的 加 法 公式 如 下 : 
P(A+B) = P(A)+P(B)— P(AB) 
P(A+B+O) = P(A)+ PB) 4 P(O) — PCAB) =— P(AC) — PCBC) + PCABC). 


20:2 常用 结论 


(1) A+@=A, A+A=A(F22A), AHFAB 三 Al; 
AD 三 四 , AA=A, (A—B)+A=AB+A=A. 
(2) A=AB+AB, B=AB+AB 
=>P(A)=P(AB)+P(AB),P(B)=P(AB)+P(AB). 
注 : P(A 一 B) 二 P(AB) 二 P(A) 一 P(AB). ( 记 住 ) 
(3) A+B=A B,AB=A+B; P(A B)=P(A+B)=1— P(A+B); P(A+B)=P(AB)= 
1 —P(AB). 
(4) A,B 相互 独立 祝 P(AB)=P(A)P(B). 
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9 核心 题 型 及 思路 启迪 


20.3 古典 概 型 和 几何 概 型 


题 型 170 古典 概 型 的 概率 计算 


思路 启迪 : 首先 确定 是 古典 概 型 (注意 各 事件 是 否 为 等 可 能 事件 ), 其 次 弄 清 样 
本 空间 和 和 有利 事件 的 结构 ,看 利 用 古典 概 型 概率 计算 公式 进行 计算 . 


_ A 中 包含 的 基本 事件 数 
P(A 二 甘 示 事件 总 数 


古典 概 型 中 概率 的 计算 常 需 用 到 的 基本 结论 : 
(1) 排列 (有 序 7 


@ 选 排列 (n 个 元 素 选 mw 个 排列 ): Ps 二 n(n 一 1)*… nm 二 DD 二 型， 


@ 全 排列 : 
@ 有 重复 的 排列 : m 个 n 相 乘 , 即 n*n…n 二 m2”， 
nl 


(2) 组 合 从 丸 个 中 选 葬 个 的 种 数 ; C” 二 tT 


(3) 加 法 原理 ” 设 完 成 一 件 事 有 nn 类 方法 (只 要 选择 其 中 一 类 方法 即 
可 完成 这 件 带 ), 若 第 1 类 方法 有 mi 种 ,第 2 类 方法 有 zm 种 ， ee ,第 
(4) 乘法 原理 “ 设 完成 一 件 事 有 交 2 个 步骤 ( 仅 当 2 个 步骤 都 完成 过 
能 完成 这 件 事 ) , 若 第 I 步 有 7ml 种 方法 ,第 2 步 有 mo 种 方法 ,……， 
第 nn 步 有 ms 种 方法 , 则 完成 这 件 事 共有 NN 二 ma 久 702 又 … 又 72n 种 方 


例 1 一 楼 房 共 14 层 , 设 电梯 在 一 层 启动 时 有 10 名 乘客 ,各 乘客 在 各 层 下 电梯 是 等 可 能 的 ， 
试 求 下 列 事 件 的 概率 . 

Ai 一 "10 个 人 在 同一 楼 展 下 ”; 

A:s 二 “10 个 人 在 不 同 楼 层 下 ”; 

Ai: 王 “10 个 人 恰 有 4 个 大 在 第 8 层 下 ” 
解 : 由 题 意 可 知 ,10 个 人 等 可 能 在 13 个 楼 层 下 电梯 ,可 看 作 {2,3,…,14) 这 13 个 数 做 10 次 有 
放 回 抽样 ,因此 基本 事件 总 数 为 n 二 13”. 

有 利于 事件 总 ea 13 种 ,有 利于 事件 A; 的 有 G8 种 ;有 利于 事件 As 的 有 Cl。 12" 种 ， 


CE Cos 12° 
故 PCAi) 王 "P(A2)= T1310; i 


= 二 = P(As)= 
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例 2 二 阶 行列 式 |。 
为 正 数 的 概率 . 
解 : 由 题 意 可 知 ,基本 事件 总 数 为 21. 者 | | i be. 


| "| 
I i 

故 已 该 二 阶 行列 式 的 值 为 正 数 } 一 芝 . 
例 3 从 1,2,…,10 共 10 个 数 中 ,每 次 取 一 个 数 , 且 每 个 数 被 抽 到 的 可 能 性 相等 , 取 后 放 回 . 
1 7 个 数 , 试 求 下 列 各 事件 的 概率 . 

二 “7 个 数 中 不 含 1 和 10”;As 二 “ 数 10 恰 好 出 现 两 次 ” 

解 : i 10N 

有 利于 事件 的 有 8 种 ,有 利于 事件 As 的 有 G3。，9” 种. 


故 P(A1) 一 J57 ,P(As) = 


| 的 元 来 可 能 为 0 或 1， 而 0 与 1 出 现 蜗 的 概率 均 为 , 求 该 行列 式 的 值 


符合 上 述 情况 的 行列 式 有 bs . 


题 型 171 ”几何 概 型 的 概率 计算 
思路 启迪 ; 如 果 随 机 试验 瑟 的 样本 空间 @ 为 欧式 空间 中 的 一 个 区 域 , 且 每 个 样 
本 点 的 出 现 具有 等 可 能 性 , 则 称 此 试验 为 几何 概 型 ;对 于 儿 何 概 型 ， 
事件 A 的 概率 有 下 列 计算 公式 : 
pCA) 一 全 的 度量 (长 度 , 面 积 ， 


) 
2 的 度量 (长 度 , 面积, 体积 ) 
例 4 从 C0, 了 中 随机 地 取 两 个 数 工 和 y, 则 满足 条 件 的 zy 二 十 的 概率 是 
解 : 显然 本 题 为 几何 概 型 ,如 图 20-1 所 示 . 则 
Q(z 0 过 过 1 二 力 A= [eal 


于 是 Sg = 8 二 二 二 直 dz 一 吉 十 坝 In 2, 故 所 求 概率 为 力 一 中 一 机 十 计 ln 2 


例 5 在 长 度 为 a 的 线段 内 任 取 两 点 将 其 分 成 三 段 , 求 它们 可 以 构成 一 个 De 
解 : 设 线段 被 分 成 的 三 段 ,分 别 为 x,y 和 a 一 + 一 y, 则 样本 空间 为 由 z 宇 0,3>0 及 z 十 y<<a 所 
构成 的 图 形 ,其 面积 为 Sawos ,有 利 事件 A( 即 z,y,a 一 x 一 y 三 段 构成 三 角形 ) 的 基本 事件 集 : 
由 线段 z,y,a 一 x 一 y 所 围 成 的 三 角形 ,其 面积 记 为 SAtze ;如 图 20 一 2 所 示 ; 
依据 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 的 性 质 ,有 
OS mt OS Mes py 


则 其 面积 Sacs = 二 (号 ) = 分, 于 是 由 几何 概 型 的 概率 计算 公式 有 
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= a /8 一 一 
:这 2 


图 20-1 . 图 20-2 
20.4 概率 的 概念 .性 质 及 计算 


题 型 172 ”有关 事 件 的 独立 性 的 命题 


思路 启迪 : (1) 两 个 事件 的 独立 性 设 A,B 是 两 个 随机 事件 ; 若 有 等 式 
P(AB) 二 P(A)P(B), 则 称 A 与 B 相互 独立 ， 
(2) nn 个 事件 的 独立 性 设 Al,As，,…,A, 是 nr 个 随机 事件 ,如 果 对 
于 任意 有 (i 才 n) ,任意 1 之 记过 …< 之 nn, 以 下 等 式 成 立 
P(A; Ai**…A;) = P(A )P(A; )*…P(A; ) 
则 称 Al,Az,…,A 为 相互 独立 的 事件 ;如 果 其 中 任意 两 个 是 相互 独 
立 的 ; 则 称 Ai ,4A， "A, 为 两 两 独立 的 事件 ， 
P(AB)=P(A)P(B) 
P(AC)=P(A)P(O) 
P(BC)=P(B)P(C) 
P(ABC)= P(A)P(B)P(O). 
注 : 相互 独立 二 两 两 独立 ,但 两 两 独立 疤 相 互 独立 ; 
A,B 相互 独立 售 P(A1B) 二 P(A), 即 事件 B 的 发 生 不 影响 事件 A 
发 生 的 概率 . | 


例如 : A,B,C 相互 独立 


SP(AB)=P(A)P(B) 
SP(A|B)= P(AIB) 
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独立 . 
四 A 与 B,A 与 B,A 与 B,A 与 B 中 有 一 组 相互 独立 , 则 其 余 三 组 也 
相互 独立 . 

一 般 地 ) 若 CAi,…,A,) 与 (Bi,…,B;) 相 互 独立 ; 则 FATss, 
An) 与 gg(Bi,;"…,B,) 也 相互 独立 . 其 中 fsg 素 示 妨 、 减 、 乘 ， 对 立 


运算 . 
例 6 已 知 A,B 是 两 个 随机 事件 ,P(A)=0. 4,P(AB)==0.2,P(A|B)==P(A|1B), 则 P(A 十 
罗 寺 = 
解 : 由 P(A1B) 二 PCLA1B) 可 得 A,B 相互 独立 ,所 以 P(B) 一 48) 二 0. 5, 故 


P(A) 
PEAT B=PA) PB — PAB)=0,. 4T0.5—052=0.7 


例 7 已 知 A,B 相 互 独立 ,P(AB)== 地 , P(AB) 二 P(AB) 则 P(A)= 
解 : 因为 A,B 相互 独立 ;所 以 
P(AB) = P(A)P(B) 一 二 二 [1 一 PCA)II 一 PCGB)J 二 癌 
P(AB) = P(AB)SP(A) 二 P(AB) = PCB) — P(AB)S>P(A) = P(B) 
由 式 (1) ,(2) 联 立 可 得 PCLA) 一 二 . 


例 8 已 知 P(A)=0,4,P(C)==0.5,ACB,AyC 独立 ,P(A 一 C1|AB 十 Q)= 
解 : 因为 ACB, 所 以 AB=A. 
PA—CIAB+O0)=P(A—CIATO) 


_P[(A—O(A+O)]._ P(A-O) 
PCATC) ECA 于 C) 


CA SPEAC)Y POA PCAYPLE) 
Pad PP P(AGC)Y CT 二 PC 一 PCA)ECG) 


0.4 一 0.4X0.5 2 


”0.4 二 0.5=0.4X0.5 7 
例 9. 设 A,B,C 三 个 事件 两 两 独立 , 则 A,B,C 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 ( ). 
(A) A 与 BC 独立 (B) AB 与 A 十 C 独 立 
(C) AB 与 AC 独立 (D) A 十 B 与 A 十 C 独 立 
分 析 : 在 A,B,C 两 两 独立 的 条 件 下 , A,B,C 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 
P(ABC) = P(A)P(B)P(C) 
据 此 ,逐个 检验 选项 ,直到 得 到 正确 选项 为 止 
解 : 对 选项 (A) ,在 A,B,C 两 两 独立 的 条 件 下 ，- 


(1) 如 果 A 与 BC 独立 , 则 P(ABC)=PLACBC) |] 二 P(A)P(BO) 二 P(A)P(B)P(O); 


(1) 
(2) 


(2) 如 果 A,B,C 相互 独立 , 则 PLA(BC)]=P(ABC) 二 P(A)P(B)P(C)==P(A)P(BO). 
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故 本 题 选 (A). 
例 10 设 A,B,C 是 三 个 相互 独立 的 随机 事件 ,和 且 0<<P(CC) 过 1, 则 下 列 给 定 的 四 对 事件 中 不 
相互 独立 的 是 ( 站 

(A) 4A 上 B 与 C (B) ACSC 

(C) A 一 B 与 C (D) AB 与 C 
解 : 因为 A,B,C 相互 独立 , 则 A,B 与 C 相互 独立 ,所 以 f(A,B) 与 g(C) 相 互 独立 , 则 (A)， 
(C) , (D) 中 的 事件 相互 独立 , 故 选 (B). 


题 型 173 ”利用 逆 事 件 概率 公式 P(A) 二 1 一 P(A4) 计 算 概 率 
思路 启迪 : 当 逆 事件 概率 容易 计算 时 ;利用 P(A) 二 1 一 P(A); 


例 11 从 0,1,2,…,9 等 十 个 数字 中 任意 选 出 三 个 不 同 的 数字 , 则 三 个 数字 中 不 含 “0” 或 “5” 

的 概率 为 

解 : 令 A 一 "三 个 数字 不 含 0 或 5”,B 一 “三 个 数字 不 售 0",C 二 “三 个 数字 不 售 5”, 则 
A=B+C 


故 所 求 概率 为 
P(A)=1—P(A)=1—P(B+O=1—P(EBC)= 


(is ju 15 
例 12 设 A,B 是 两 个 随机 事件 ,P(A) 二 0.7,P(A 一 B) 二 0. 3, 求 P(AB). 
解 : P(A 一 B) 二 P(A) 一 P(AB), 得 P(AB) 二 PCA) 一 P(A 一 B)==0; 7 一 0.3 二 0.4, 故 
P(AB)=1—P(AB)=1—0. 4=0. 6 
例 13 从 5 双 不 同 的 鞋子 中 任 取 4 只 , 求 此 4 只 鞋子 中 至 少 有 两 只 鞋子 配 成 一 双 的 概率 . 
解 : 设 A 表示 “至 少 有 两 只 鞋子 配 成 一 双 ”, 于 是 A 表示 “没有 成 双 的 鞋子 ”, 故 基本 事件 总 数 
为 Ci ,有 利于 A 的 基本 事件 数 为 CCCCC3 ,于 是 


六 入 COQGGOG _ 
P(A) =1— P(A) 三 Gt = 芝 


例 14 有 9 位 乘客 来 到 革 13 层 大 楼 的 一 层 乘 电梯 上 楼 ,每 个 乘客 在 任 一 层 ( 从 第 2 层 到 第 13 
层 ) 离 开 是 等 可 能 的 , 求 至 少 有 '2 位 乘客 在 同一 层 离开 的 概率 , 
解 : 记 A; 二 {有 i 位 乘客 在 同一 层 离开 } (i 二 1;2,…,9), 则 
至 少 有 2 位 乘客 在 同一 层 离开 } 二 As 十 As 十 … 十 As 
于 是 由 逆 概 公式 可 得 
PCAz 目 As 于 十 A) = 二 1 一 PCAs 十 Ai 十 很 二 Ay) 
=1—P(As)P(A).. PAs) 
涯 了 一 PCAI) 
PS 
108 
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题 型 174 ”利用 加 法 公式 、 乘 法 公式 和 条 件 概率 公式 计算 概率 
思路 启迪 ; (1) 加 法 公式 
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P(YA)= DP(A)— DD) POAAND+ 
这 i=] 


1<i<Ij<n 


2 PCOAASAD t(D PAA A,) 


l<i<j<k<n 
常用 以 下 两 个 公式 ; 
P(A+B) = P(CA) 十 PCB) 一 PCAB) 
P(A 十 B 十 C) = P(A) 十 P(B) 十 P(O) 一 P(AB) 一 
PUAC) 一 PCBC) 十 PCABC) 

适用 于 : 计算 若干 个 事件 中 至 少 有 一 个 发 生 的 问题 . 
(2) 乘法 公式 设 P(A) 二 0,P(B) 二 0, 则 P(AB)= 二 P(A)P(B|A)= 
PCB)PCAIB). 

一 般 地 ; 设 P(AA…A, iD) 二 0, 则 

P(CAA pwA,) = PCAiD)P(CA | AD)…P(CA， | AAA 1) 

适用 于 : 凡 涉 及 A,B 同时 发 生 的 用 P(AB), 计 算 积 事件 概率 
P(AB) 的 样本 空间 为 Q. 
(3) 条 件 概 率 设 A,B 是 两 个 随机 事件 , 且 P(A) 二 0, 称 P(B|A)= 


华人 为 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 已 发 生 的 概率 . 


注 : 条 件 概率 仍 具 有 概率 的 性 质 ， 
DP(BIA)F1=—P(B|A); 
©® P(A1TA;:|A)=P(Ai1|A)TP(A;|A)— PAA |A). 
适用 于 : 几 有 “包含 ”关系 “先后 ”关系 、“ 主 次 ”关系 的 用 P(B| 
A), 计 算 PC(B|A) 时 的 样本 空间 为 Q24. 


例 15 甲乙 两 射手 进行 射击 , 甲 击 中 目标 的 概率 为 0.9, 乙 击 中 目标 的 概率 为 0.7, 甲 : 乙 两 人 
同时 击 中 目标 的 概率 为 0. 65, 求 目标 被 击 中 的 概率 . 
解 : “目标 被 击 中 ”等 价 于 “二 人 中 至 少 有 一 人 击 中 目标 ”， 
设 A=={ 甲 击 中 目标 } ,B=={ 乙 击 中 目标 } ,C= 二 {目标 被 击 中 }. 则 
P(A)=0.9  P(B)=0.7 P(AB)=0.65 
故 PC(C)==P(A 十 B) 二 P(A) 十 P(B) 一 PC6AB) 二 0. 9 十 0. 7 一 0. 65 一 0. 95. 
例 16 某 班 有 个 战士 ,每 人 各 有 1 支 枪 ,这 些 枪 外 形 完全 一 样 ,在 一 次 夜间 的 紧急 集合 中 ， 
若 每 人 随机 地 取 走 一 支 枪 , 求 至 少 有 1 个 人 拿 到 自己 的 枪 的 概率 是 多 少 ? 
解 : 记 A; 二 {第 i 个 战士 拿 到 自己 的 枪 }(i 二 1,2,…,n), 则 所 求 的 概率 为 
P(Ai 十 Az 十 … 十 A,) 
由 于 PCA1)P(As)…P(A,) 不 易 计 算 , 所 以 用 加 法 公式 直接 计算 
P(A 十 As 二 十 A,) 
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并 且 P(AD— lin) 
一 2)1 
P(AA)= En di 
| 
P(AAjA:)= Sr a E 和 (<i<j<k<D 
POA 十 ws) 三 全 人 二 二 
nl nl 


所 以 POY A = DPA — .BD PA 5 PEMA AH 上 
i=1 i=1 fi 1] 和 才 志 Er 
(—1)™ P(A A,*…A,) 
1 


三 XK 二 一 局 全 
n n ) 


As al 
de 册 


! 


1 
n 


中 


汪 工 二 


1 eT 
| 
例 17 设 某 人 的 眼镜 第 一 次 落地 打破 的 概率 为 入 ,第 二 次 落地 打破 的 概率 为 奋 , 第 三 次 落地 


打破 的 概率 为 七, 求 眼镜 落地 三 次 被 打破 的 概率 . 


解 ; 设 A=“ 有 眼镜 落 地 三 次 被 打破 ”;A; 一 “眼镜 第 i 次 落地 被 打破 ”Gi 二 1,2,3%. 则 A= 身 十 
MAA Med HAA A A MA He 
P(A)=P(A1)+P(AiAs)+P(A: A,A;) 
=P(A1)+P(A) PA, |Ai)+PA) PA AD)PCAs |A As) 
= 名 十 (1 二 客 )x 而 + (1 一 26) x (1 一 击 ) X 关 一 0 958 
例 18 为 了 防止 意外 事故 ,在 矿井 内 同时 安装 两 种 警报 系统 A 与 B, 每 种 系统 单独 使 用 时 ,其 
有 效 概率 A 为 0.92,B 为 0.93. 在 A 失灵 条 件 下 ,B 有 效 的 概率 为 0. 85. 求 : 
(1) 发 生意 外 时 ,这 两 种 警报 系统 至 少 有 一 个 有 效 的 概率 . 
(2) 在 BB 失灵 条 件 下 ,A 有 效 的 概率 . 
解 : 4 表示 发 生意 外 时 警报 A 有效 ”,B“ 表 示 发 生意 外 时 警报 B 有 效 ”. 
由 题 意 可 知 ,P(A) 二 0, 92,P(B) 二 0. 93,P(B|A)=0. 85. 
(1) P(A+B)=1—P(A+B) 
=1—P(A . B)=1—P(A)P(BIA) 
=1—[1—P(A)J[1—P(B|A)] 
=1 一 0. 08X0. 15=0. 988 


ir P(AB). P(A — P(AB) 


_P(A)—[P(A)+P(B)— POA+B) 
E(B) 
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P(ATB) PB) 0.988 0. 93L829 


P(B) 0. 07 二 和 


题 型 175 ”利用 事件 的 独立 性 和 伯 努 利 概 型 计算 概率 


思路 启迪 : 如 果 试 验 巨 的 结果 只 有 两 个 : 和 与 去 , 则 称 此 试验 为 伯 努 利 概 型 ( 试 
验 )， 若 将 伯 努 利 试验 独立 重复 n 次 , 则 称 为 nn 重 伯 努 利 概 型 ,简称 
伯 努 利 概 型 . 车 P(A) 二 p, 则 n 次 试验 中 事件 A 发 生 上 次 的 概率 为 

Pk)=COp— De (k=0,1,2," 3n) 


例 19 设 在 一 次 试验 中 ,事件 A 发 生 的 概率 为 pb, 现 进行 n 次 独立 试验 , 试 求 : 
(1) A 至 少 发 生 一 次 的 概率 ; 
(2) A 至 多 发 生 一 次 的 概率 . 
解 : 由 题 意 可 知 P(A) 二 p, P(A) 二 1 一 p. 设 事件 Bi 二 {A 至 少 发 生 一 次 }, Bs 二 {A 至 多 发 生 
(1) P(Bi)=1—P(B)=1—P,(0)=1—Cp°(1—p)"=1—(1—p)”" 
(2) P(B;)=P,(0)+P, (1) 
三 代为 代 一 到 天 证 全 妇 过 一 贡生 : 
一 (一 力 ) 十 7z 力 (1 一 力 )” 
例 20 一 实习 生 用 同一 台 机 唤 接 连 独立 地 制造 3 个 同 种 零件 ,第 i 个 零件 是 不 合格 品 的 概率 
==j 于 1(i 一 1,2,3), 以 XX 表示 3 个 零件 中 合格 品 的 个 数 , 求 PIX=2). 
解 : {X=2) 二 {3 个 零件 中 有 2 个 为 合格 品 ;1 个 为 不 合格 品 }. 
一 {第 i 个 零件 是 合格 品 } ,由 已 知 得 PCAi) 二 1 一 二; 一 于 ;+i 一 1,2,3, 则 
P{X 2} < P{AiA;, 2 十 Ai A A AA, } 
= P{AiA; As} + P{Ai AA:} + P{AiA,A;) 


= P(A1)P(A;)P(As) + P(A)P(As)P(A;) + P(A1) P(A,) PAs) 
1 2 2 1 ee ee anwes 打 


MT le 有 

例 21 假设 一 厂家 生产 的 每 台 仪器 以 概率 0. 7 可 直接 出 厂 ; 以 概率 0. 3 需 进 一 步调 试 ,经 调 
试 后 以 概率 0. 8 可 以 出 厂 ; 以 概率 0. 2 定 为 不 合格 品 , 不 能 出 广 . 现 该 厂 新 生产 了 ?7 之 2) 台 
仪器 (假设 各 人 台 仪 器 的 生产 过 程 相 互 独立 ). 求 : 

(1) 全 部 能 出 厂 的 概率 a; 

(2) 其 中 恰好 有 两 台 不 能 出 厂 的 概率 P; 

(3) 其 中 至 少 有 两 台 不 能 出 厂 的 概率 0. 
解 : (1) 对 于 新 生产 的 每 台 仪 器 ,A 表示 “仪器 需 进 一 步调 试 ”,B 表示 “仪器 能 出 广 ”,A 表示 
“仪器 能 直接 出 厂 ”,AB 表示 “仪器 需 进一步 调试 且 能 出 厂 ”, 于 是 

B=A+AB P(A)=0.3'° PB|A)=0.8 


第 20 章 事件 的 概 府 375 


P(AB) = P(A)P(B| A)= 0.3X0.8=0.24 

P(B) = P(A++AB) = P(A)+ P(AB) = 0.7++0.24 = 0.94 

设 X 为 所 生产 的 2 台 仪 器 中 能 出 三 的 台数 , 则 和 作为 二 次 独立 试验 成 功 (仪器 能 出 厂 ) 的 
次 数 , 于 是 X 服从 参数 p= 二 0. 94 的 n 重 伯 努 利 概 型 , 故 
ga = P{X=n} = C0 (094)"(1 =0, 94)° = (0. 94)" 
(2) B=P(X=n—2}=C:(0. 94)" (1—0. 94)*=0. 001 8n(n—1)(0. 94)"? 
(3) 0 =P{X<n—2}=1—P{X=n—1}—P{X=n} 
=1—0., 06n(0. 94)™ +— (0. 94). 


题 型 176 利用 全 概率 公式 与 贝 叶 斯 公式 计算 概率 


思路 启迪 : 如 果 把 访 ,…,B, 看 成 是 导致 事件 A 发生 的 原因 ,那么 全 概率 公式 与 贝 

叶 斯 公式 可 以 分 别 说 成 “由 因 求 果 ” 与 “由 果 索 因 ? 的 概率 计算 公式 ， 
如 果 所 求 的 概率 可 以 分 解 成 两 步 ,两 步 彼此 关联 ,第 一 步 的 各 种 

结果 直接 影响 第 二 步 的 结果 的 发 生 , 且 第 一 步 有 多 种 情况 发 生 ( 即 能 
够 找到 完备 事件 组 Bi，…,B,), 车 第 二 步 为 所 求 的 事件 A 的 概率 , 则 
利用 全 概率 公式 计算 ;车 已 知事 件 A 的 概率 ,要 求 导致 该 事件 发 生 的 
原因 .B; 的 可 能 性 大 小 , 即 条 件 概率 PCB;|A), 则 用 贝 叶 斯 公式 求解 . 
(1) 全 概率 公式 


孝 B: ;B2 ,*… ,B; 为 一 完备 事件 组 ， 即 两 两 互 斥 , 且 册 Bi 一 Q, 此 
外 ,P(B;) 宝 0,i1 二 1,2,*…,n, 则 


P(A) = 2 P(B)P(A | B;) 


i=] 
(2) 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 
书局; 人 为 一 完备 事件 组 ;»P(B;)>0;1=1,2,:…3n, P(A) > 
0, 则 有 : 
PCB, | A) = BABi ss : PBD P(A LB) 


POA 
学 2) P(B)PCA | B;) 
i=1 


GF = 12 ,0) 


例 22 已 知 10 个 灯泡 中 已 损坏 的 个 数 是 0,1,2,3, 且 它们 是 等 可 能 的 . 现 从 这 10 个 灯泡 申 
有 放 回 地 连续 取 三 次 ,每 次 取 1 个 , 求 取出 的 3 个 灯泡 申 恰 有 2 个 未 损坏 的 概率 . 
解 :“ 从 10 个 灯泡 中 有 放 回 地 取 三 次 ?可 以 看 作 3 重 独立 重复 试验 ,每 次 取 一 个 灯泡 ,只 有 两 
个 可 能 结果 : A={ 任 取 的 一 个 灯泡 是 未 损坏 的 } 和 A. 

记 B={10 个 灯泡 中 已 损坏 的 有 :个 }(i 二 0,1,2,3), 则 由 全 概率 公式 可 得 
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3 
P(A) 三 2, POA BDPCB,) 
i=0 


其 中 P(B,)=P(B)—P(B,)—P(B,)=+ 


BOA | BI) = P(A1B) 一 襄 Pd] By = 


= 
16 P(A| B)= -5 


3 
所 以 有 P(A) 一 2) P(A | BD)PCB,) 一 部 . 
i=0 


P{ 取 出 的 3 个 灯泡 中 恰 有 2 个 未 损坏 } 二 CiLP(A) [1 一 P(A)]==0. 325 
例 23 在 电源 电压 不 超过 200 V.200~240 V、 超 过 240 V 三 种 情况 下 , 某 电 子 元 件 损坏 的 概 
率 分 别 为 0. 1,0. 001,0. 2. 假设 电源 电压 XxX 一 N(220,25*). 试 求 ; 

(1) 该 电子 元 件 损坏 的 概率 ; 

(2) 该 电子 元 件 损坏 时 ,电源 电压 在 200 一 240 V 的 概率 . (已 知 B(0. 8) 一 0. 788) 
解 : 设 A ,A; ,A; 分 别 表示 电源 电压 “不 超过 200 V 7" “200 一 240 V”“ 超 过 240 V2”. 

B 表示 “元 件 损 坏 ”, 由 于 X 一 N(C220,252) ,所 以 


P(A1) = P{X <200} = Pp{<3 < 
yy pl < 二 0.8} = 一" 8) = 1— (0. 8) = 0. 212 


POAs) = P{200 过 之 240} = Md 


25 
XC— 220 
区 

P(As) = .P{X > 2407 =1— P(A1)=POM) =0.212 
交 P(B|IA)=0.1 P(B|A,)=0. 001 P(B|A;)=0.2 


=P(-0.8< <0.8)= 2@(0.8) —1= 0.576 


3 
(1) 由 全 概率 公式 P(B) 三 > PCB | A;)P(A;) = 0. 064. 
i=]1 


_P(B|IA,)P(A,s) 0.576X0.001 _ 
(2) P(CA， | 了 一 0. 064 0ng09 


例 24 12 个 乒乓 球 中 有 9 个 新 球 ,3 个 旧 球 , 第 一 次 比赛 时 ,从 中 任 取 3 个 球 ,用 完 后 放 回 去 
(新 球 使 用 后 成 为 旧 球 ) ,第 二 次 比赛 时 ,又 从 中 任意 取出 3 个 球 , 已 知 第 二 次 取出 的 3 个 球 中 
有 两 个 是 新 球 , 求 第 一 次 取出 的 3 个 球 中 恰 有 一 个 新 球 的 概率 . 
分 析 : 本 题 分 两 步 进 行 . 第 一 步 为 第 一 次 比赛 时 ,从 中 任 取 3 个 球 ; 第 二 步 为 第 二 次 比赛 时 ,又 
从 中 任意 取出 3 个 球 ,已 知 第 二 步 的 结果 为 第 二 次 取出 的 3 个 球 中 有 2 个 是 新 球 , 求 与 结果 相 
关 的 某 一 原因 (第 一 次 取出 的 3 个 球 中 恰 有 一 个 新 球 ) 的 概率 ,用 贝 叶 斯 公式 计算 . 
解 : 记 B=={ 第 二 次 取出 的 3 个 球 中 有 2 个 是 新 球 } 

A; 二 {第 一 次 取出 的 3 个 球 中 有 i 个 新 球 } (C2001 2223 
则 所 求 的 概率 为 PCAi1B). 由 于 Al 先 于 B 发 生 , 所 以 由 贝 叶 斯 公式 可 得 

PCA | B) = PCAB) _ PB|A)P(A) 


P(B) a 
2 P(A;)P(B | A;) 


第 20 章 事件 的 概率 377 


3 ] (2 
其 中 P(A) = P(AD = PA) = EC 二 SC 


Ci 
且 

P(B 1 Au) 一 ee 
2 0 
BUR | A ga 
12 
PLBTAD = GG 
Ci 
2 0™1 
P(B | As) = 和 
12 

所 以 P(Ai LB = “PB | AVPAD :0 14 

PAVPB | A;) 


例 25 要 验收 一 批 (20 各) 微机. 验收 方案 : 从 中 任 取 3 台 ,分 别 进行 独立 测试 ,如 果 3 台中 至 
少 有 一 台 是 次 品 , 则 拒绝 接收 这 批 微机 . 由 于 测试 技术 和 水 平 , 一 台 次 品 被 误 测 为 正品 的 概率 
为 0. 95 ,而 一 台 正 品 被 误 测 为 次 品 的 概率 为 0. 01. 如 果 这 批 微机 中 有 和 4 台 次 品 , 试 问 这 批 微 
机 被 接收 的 概率 是 多 少 ? 
解 : 记 A 二 {这 批 微机 被 接收 ), 则 它 与 下 列 的 完备 事件 组 有 关 : 

HH; 二 { 任 取 的 3 台 微 机 中 恰 有 :i 件 次 品 } (i 二 0,1,2,3) 
于 是 ,由 全 概率 公式 有 


P(A) = DP | H;)P(H;) 


其 中 

Ci 

Cao 

CiCfs 
Co 

CiCle 
Ch 


P(Ho) = 

P(Hi) = 

PCH;) 2 
Cs3 

P(H) = 

P(A.| Ho) 70. 99 

P(A | Hi) = 0. 99* x 0.05 


P(A | H;) = 0. 99 xX 0. 05? 
P(A | H;) = 0.05° 


所 以 PYE Ppa | H:YP(H;) = 0. 503 1 


例 26 已 知 100 件 产品 中 有 10 件 正品 ,每 次 使 用 这 些 正品 时 肯定 不 会 发 生 故 障 ， 而 在 每 次 使 
用 非 正品 时 均 有 0. 1 的 可 能 发 生 故障 , 现 从 这 100 件 产品 中 随机 抽取 一 件 ,; 若 使 用 了 n 次 均 未 
发 生 故 障 , 问 为 多 大 时 ,才能 有 70% 的 把 握 认 为 所 取 的 产品 为 正品 ? 
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解 : 设 Bi 二 “正品 ”，B; 二 “ 非 正 品 ”, A 二 “使 用 了 即 次 均 未 发 生 故 障 ”. 


A 
由 P(B|A)= BA) 一 EBDJECAIB TPB,) POATB,) 
QZ 


0.1X10.9X0. 人 G 


可 推 得 "之 29, 即 为 29 时 ,才能 有 70% 的 把 握 认为 所 取 的 产品 为 正品 . 
例 27 已 知 每 天 登录 某 网 站 的 人 数 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 ,而 登录 网 站 的 人 以 概率 p 打开 
某 网 页 ,日 每 个 人 是 否 打 开 该 网 页 是 相互 独立 的 , 试 求 恰 有 上 个 人 打开 此 网 页 的 概率 . 
解 : 设 X= 二“ 登录 网 站 的 人 数 ”, Y= 二 “打开 网 页 的 人 数 ”, 则 
P(X=)= a 


了 PP(Y 一 有 | 区 三 7 = Cp dD (k= 0,1,2,.",n) 
于 是 


oe eT 0 ee 
n=0 


A ee = pp 
二 证 Cp: (1— p) ni HID) 


号 pe VS Xz*(] 一 ae We ey 20= bp) 外 
2 k! nr— EE)! n=0 


2 QP E™ cp Ap) EY 
k! kl! 
即 Y 服从 参数 为 Xp 的 泊 松 分 布 . 


第 21 章 随机 变量 及 其 分 布 


21.1 重要 定理 和 结论 


1. 泊 松 定理 
当 轧 较 小 nn 较 大 时 , 令 4= 二 np, 则 当 n->co 时 ,有 


Cp*ttl— pr A 
n kl! 


2. 二 项 定理 
若 当 N=oo 时 ,各 一, 则 
CN 


3. 有 关 正 态 分 布 的 结论 


(1) 形式 ;XNGhy 中 六 概率 密度 fz) 二 一 上 -co<z 过 十 o0)) 
V2no 


(2) 标准 化 :U 一 一 “一 NGC,1)， 概率 密度 为 


1 at 
2 {Con<{ uo0) 
V 2 区 


CCU) 一 
分 布 函数 为 
G0) 一 | pW (tee) 


中 P(U<—z)=P(U>x)=1—P(U<x),MM B(x)=1—@(2z); 
©® P(IVU|<z)=2P(U<2)—1=28(z)—=1. 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
21. 2 一 维 随 机 变量 及 其 分 布 


题 型 177 ”与 一 维 随 机 变量 概念 和 性 质 相 关 的 命题 


思路 启迪 : 要 熟 记 分 布 函 数 、 分 布 律 和 分布 密 度 的 概念 和 性 质 . 
(1) 分 布 函数 F(z) 中 待定 常数 的 确定 一 般 利用 F(z) 的 性 质 及 定义 : 
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F(z)= P{X<z}), lm F(x)=0, im Fez) 一 1， F(z+0) = F(z) 


其 中 3(7) 是 右 连 续 要 ， A 当 1 是 间 续 到了 机 村 六 
续 函 数 : 


(2) ee 


k}=1. 
(3) 连续 型 随机 变量 的 概率 密度 f(z) 有 | f(z)dz 一 1 


例 1 设 FE (xz), Fs; (zx) 分 别 是 随机 变量 X1 .8 的 分 布 函 数 ,F(zx) =aF (zx)—brs (Xz) ,要 使 
i 则 有 ( 7). 


Ee a 
(A) a 二 主 到 5 (B) a 5 小 5 
p> es = 一 人 二 
(C) a= 3 洛 3 (D)a 0 3 
解 : F(Too)=aF (十 cc) es =a—b=1 


将 (A),(B),(C),(D) 分 别 代 入 ,可 知 应 选 (A). 
例 2 设 X,X; 是 相互 独立 的 连续 型 随机 变量 ,其 概率 密度 分 别 为 fi (zx) ,fs(x) ,分布 函数 分 
别 为 Fi(Czx),F;(zx), 则 (  ). 

(A) 户 (z) 十 户 (z) 必 为 概率 密度 (B) 万 (z) 大 (Cz) 必 为 概率 密度 

(C) Fi (xz) 十 F(x) 必 为 分 布 函 数 (D) F(z)F;(z) 必 为 分 布 函 数 
解 : 对 于 (A), | [fi(z) 十 f(z)Jdz 一 2 冯 1 

对 于 (B) , 设 庆 ,Xs 分 别 在 [0,1],[2,3] 上 服从 均匀 分 布 , 则 

fr) frr) 0 (sore) 

显然 它 不 是 概率 密度 . 

对 于 (C), F( 十 oo)== 王 (十 9) 十 (十 co0)= 二 2 关 1, 故 由 排除 法 可 知 应 选 (D). 
注 : 事实 上 ,对 于 (D) ,F(z)=Fy(x)F(x) ,因为 

@ 0<F(z)ZI,F(—o0)=0,F(+o0)=1; 

@ F(zx) 单 调 不 减 ; 

多 F(z) 右 连 续 , 即 F(x 十 0) 二 F(z). 
所 以 FGCz) 为 某 随机 变量 的 分 布 函 数 ， 
例 3 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 f(z); 且 对 任意 实数 xz; 有 f( 一 z+) 二 f(z), 设 F(z) 是 X 的 
分 布 函数 , 则 对 任意 的 实数 a, 有 ( % 

BR 二 1 一 /十 (B) F(a) 一 孔 了 | fdr 

(C) F(—a) = F(a) (D) F(—a) = 2F(a)—1 


-Hoo -HS Ea 
解 : 由 | ”f(zx)dz 一 1 可 得 ?| fir)dr=1, 而 F(z) = 全 Fed, 所 以 


FC 一 oO=| fd 
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化 二 一 上 


一 | f(—wW(— dw) = (MW (x)dr 


=| fC)dzt+| f(r)dr = 吉 -| fz)dr 


故 选 (B). 

例 4 设 X~N(pso), 分 布 函数 为 F(z), 则 对 任意 的 zx, 有 (  ). 
(A) F(T SR (BY POG)=P (pp 7) 
Cm (DER TT Ey —2)=1 


解 : X 的 概率 密度 y 二 了 (z) 的 图 形 如 图 21 -1 所 示 . 则 
P(X<n—z)= P(XS>pFZ)=1 PKS) 
即 Fy 十 xz)==1 一 Fy 一 zz), 亦 即 FOytz)TTF 了 (pz)=1. 

故 选 (D). 
注 : 若 X~N(sor), 则 要 想到 正 态 分 布 概率 密度 的 图 形 
或 将 其 标准 化 . 
例 5 设 随 机 变量 义 服 从 正 态 分 布 N (yu ,of),Y 服从 正 
态 分 布 N (jw ;03), 且 

Pt{| X—n 生字 a [1 

则 必 有 ( 闪 


(A) ol xg (B) CI 6s 
(C) A (D) tp 
解 : 由 题 设 可 得 
Ol ol Oa O02 
1 1 
则 28(=)-1 > 28( 二 )71 
本 1 
即 a (=) 
其 中 B(x) 是 标准 正 态 分 布 的 分 布 函 数 . 
又 @(z) 是 单调 增加 函数 , 则 二 > 二 , 即 m 一 az. 
故 选 (A). 


题 型 178 ” 求 离散 型 随机 变量 的 分 布 律 或 分 布 函 数 
思路 启迪 : (1) 求 分 布 律 须 首先 确定 随机 变量 的 所 有 可 能 取 值 ,然后 求 出 对 应 
于 各 可 能 取 值 的 事件 的 概率 ,最 后 验证 2) P(X 一 zt) 一 工 是 否 
成 立 . 
62) 已 知 分 布 律 , 求 分 布 函 数 , 则 直接 利用 定义 
F(x) = P(X Sz) = P(X = i) 


SI 
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注意 正确 划分 工 的 取 值 区 间 并 求 出 相应 的 概率 ( 按 累 计 法 计 
算 ), 其 图 形 是 右 连 续 的 阶梯 形 曲线 . 
Ca 已 知 分 布 函 数 F(z), 求 分 布 律 , 则 F(Xz) 的 间 断 点 ey 
即 为 X 可 能 的 取 值 , 且 P(X=x)=F(z)— F(zr—0). 
例 6 将 一 枚 骨 子 连 毛 两 次 ,以 立 表 示 两 次 所 得 的 点 数 之 和 , 试 写 出 XX 的 分 布 律 . 
解 : 样本 空间 
Q= {1) C12 C136) C25) (232)3 "0 C216)53 6,1), C652) 5606356) 
上 述 36 对 数 出 现 是 等 可 能 的 ,所 以 X 的 可 能 取 值 为 2,3,…,12, 则 有 


“X 一 2" 对 应 元 素 (1;1) ,所 以 P{X=2)= 走 . 
“ 久 二 32 对 应 元 素 (1,2) W241) ,所 以 P{ 关 二 3 一 去 . 


3 C00) Ca t= 分 二 3 


于 是 XX 的 分 布 律 如 表 21 - 1 所 列 . 

表 21-1 
lh | 
| 训 |[ 吉 |[ 训 [ 训 | 训 [ 训 | 训 |3| 
例 7 甲乙 两 人 从 装 有 a 个 白 球 与 5 个 黑 球 的 口袋 中 轮流 摸 取 一 球 , 甲 先 取 , 乙 后 取 , 每 次 取 
后 不 放 回 ,直到 两 人 中 有 1 人 取 到 白 球 时 停止 . 试 求 取 球 次 数 的 分 布 律 . 


分 析 : 根据 试验 要 求 , 取 球 次 数 为 随机 变量 ,其 可 能 取 值 为 1,2,…,b 十 1. 
解 : 令 X 表示 取 球 次 数 , 则 X 的 可 能 取 值 为 1,2,…,6b 十 1, 并 且 分 布 律 为 


RO 


和 

所 Wn a 
9 | 

二 二 
PCX 一 =- "2 

E 的 了 1 六 并 
P(X = 0 1 es 2 十 5 一 1 ai+6—(k—2) a 

wb! b! 


a 


例 8 对 某 一 目标 射击 ,直到 击 中 目标 为 止 , 如 果 每 次 射击 的 命中 概率 为 加, 求 射击 次 数 的 概率 
分 布 . 
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解 : 设 X 为 射击 次 数 , 则 X 服从 几何 分 布 , 故 
BX = nl = 从 和 汪汪 寺 
例 9 从 2=11,2…>N) 中 随意 取 4 个 数 ,以 和 表示 其 中 最 小 者 , 试 求 X 的 概率 分 布 . 
解 : 随机 变量 X 有 & 王 1,2,…,N 一 3 等 N 一 3 个 可 能 值 ， 自 人 2 二 {1,2,…,NN}) 中 随意 取 和 4 个 数 
共有 Cs 种 不 同 的 取 法 ,其 中 有 利于 事件 {X==k) 的 有 Cr- 种 . 于 是 
Ts. 三 党 


题 型 179 qo 函数 


思路 启迪 : (1) 已 知 分 布 函数 F(z)，, 求 概率 密度 ,对 下 (xz) 求 导 即 可 , 即 f(z) 二 
F(z). 若 F(z) 是 分 笋 函数 , 则 f(z) 在 分 段 点 处 的 售 下 以 现 为 谈 烛 
的 f(z) 的 值 . 
(2) 已 知 概率 密度 f(x), 求 分 布 函数 F(X), 只 要 将 下 (x) 写成 f(x) 


的 变 上 限 积分 即 可 , 即 FCz) 一 | f(Ddi. 


(上 一 1 2 入 一 3) 


例 10 设 连 续 型 随机 变量 X 的 分 布 函 数 为 


a kA 
Fansteta lx<e 
d, > 
试 求 :(1) 常数 a,6,c,d;(2) X 的 概率 密度 f(z). 
解 : (1) 由 X 的 连续 性 ,有 


F(~—o0) =0 

limF(z) = Fl) 人 

这 We 
limF(z) = F(e) d= bet.cetd 
这 征婚 六 过 村 

下 (十 ce) 三 1] 


所 以 wa 一 0;,0 王 1,c 一 一 1 一 1. 于 是 


0， metal 
F(z) Et Lr ee 


5 Te 
jn xz, 1&<zx<e 
2) f(z)=F ( =| 
flz 加 其 他 


例 11 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
2 
ra- | 
0， ”其 他 
且 P{]1 二 X<2)==P{2 之 X<<3}. 试 求 :(1) 常数 及 ;B; 2) 关 的 分 布 函数 . 
解 : (1) 由 
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十 co 2 3 有 
-= | 让 | .azar+|,Baz ce 
PpP{1=X<2)= P22 区 XR} | Azdz= | Bdz 


De all te ee tL ER lB Wk hy 
于 是 | Ardz = Bdz 一 志 , 即 记 4 一 且 一 去, 所 以 A 二 二, 一 击 . 
(2) 由 (1) 可 得 


王 z ee 
f(x) = 到 ii3 
0 其 他 


利用 公式 F(z) 二 |” f(Ddt 计 算 FCz). 
当 z 之 1 时 ,| fdt= 0. 

站 作业 三 机 
当 1<z<<2 时 ,| fd =| Hid = Hl. 

ES pe ht pe 
当 2<z<3 时 ,| fd =| Bdi+| Fd 一 
当 z 之 3 时 ,| f(Ddt=1. 


因此 
0， <， 
ED, 1<r<2 
F(z) = 1 1 
DL 2? pe 
1, 2 


题 型 180 ”由 已 知 分 布 求 概率 或 由 已 知 概率 求 分 布 


思路 启迪 : (1) 已 知 分 布 律 , 求 概率 的 程序 是 : 
GD 号 出 随机 变量 所 满足 的 区 闻 中 的 所 有 可 能 值 
@ 将 以 上 值 的 概率 累加 即 得 . 
(2) 已 知 分 布 密度 F(z), 求 概率 的 程序 是 : 
QD 写 出 随机 变量 所 满足 的 区 间 [av 加 3 


@ 计算 Fk f(z)dz ; 即 为 所 求 概率 . 


(3) 已 知 分 布 函 数 F(x), 求 概率 的 程序 是 : 
Q@ 若是 离散 型 , 则 利用 P(X 二 z)==F(z) 一 F(x-0); 
@ 若是 连续 型 , 则 Pla<X<6) 二 F(6) 一 F(a). 
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注 : @ 当 随 机 变量 义 在 [a,5] 上 随机 取 值 或 羡 在 [a,5] 上 取 值 的 概 
率 与 [4a,65] 的 长 度 成 正比 时 ,要 想到 ER 即 
X=-U[Laso; 


@ 当 已 知 X~-NGzo) 时 ,要 想到 将 X 标准 化， Nd D). 


例 12 已 知 X 是 在 区 间 (0,1) 内 取 值 的 连续 型 随机 变量 ,和 且 P(X<0. 29} 王 0.75, PIY 往 <) 一 
0. 25, 其 中 Y=1 一 了 , 求 未 知 常数 a. 
解 : 因为 
0.25 = PYYSa} = Pt{l—X<a)}= P(X1—a} =1— P{¥ 过 1—a) 
所 以 P{X 二 1 一 4) 二 0.75, 又 P{X<0. 29) 二 0.75, 故 1 一 a 二 0.29, 即 < 一 0. 71. 


例 13 已 知 随机 变量 X 的 概率 密度 为 f= a ,以 了 了 表示 对 XX 的 三 次 独立 重 


复 观 察 中 事件 |X 去] 出现 的 次 数 , 求 概率 PCY 一 2). 
解 : .p=P(X<3)= | 2x = 
于 是 Y~B(3, 子 ). 所 以 


PY =2) 一 G( 守 ) (一 十) 一 前 


例 14 设 X~NGc4o) ;上 且 二 次 方程 ?十 4y 十 X 一 0 无 实 根 的 概率 为 二 ,求人 
解 : 有 无 实 根 , 则 A: 王公 一 4X<0, 于 是 


二 = P(4—4X<=0)= P(X>4)" 


又 X~ NG2), 则 由 正 态 分 布 的 性 质 可 知 /一 4. 
注 : 车 X~NGWaaO , 则 PEX<w) 二 P(X>A 一 全 
例 15 测量 到 某 一 目标 的 距离 时 产生 的 随机 误差 X( 单 位 :m) 的 概率 密度 为 


f(z)= Fi 1 co 过 无 云 上 ce 
求 在 3 次 测量 中 至 少 有 一 次 误差 的 绝对 值 不 超过 30 m 的 概率 . 
解 : 记 Y 为 3 次 测量 中 误差 的 绝对 值 不 超过 30 m 的 次 数 ; 则 了 一 B(3,z) ,于 是 所 求 的 概率 为 
PY 2 和 一 及 人 三 三 二 经 一 力 六 
~ 


由 于 X~N(20,40?)， 


p= P{| X | 30} pe 


30— 20 元 三 20 30—20 和 :Sepl 0 
2， |= P| 此 全 全 人 的 


一 @(0. 25) 一 G( 一 1.25) 一:G(0725) 十 下 (1.257 一 1 一 0. 49311 


过 0.25 
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于 是 P{Y 宇 1}= 二 1 一 (1 一 0.493 1)3 一 0. 869 8. 
例 16” 假 设 随机 变量 X 的 绝对 值 不 大 于 1;P(X= 一 1} 一 言 ;P{X=1} 二 证; 在 事件 (一 1 二 


XX 一 1) 出 现 的 条 件 下 ,XX 在 (一 1,1) 内 的 任 一 子 区 间 上 取 值 的 条 件 概率 与 该 子 区 间 的 长 度 成 正 
比 , 试 求 ; (1) 义 的 分 布 函数 ;(2) X 取 负 值 的 概率 p. 
解 : (1) 当 z 过 二 1 时 ;F(x) 三 0, 

当 .z 宇 1 时 ,F(x)=1. 

当 一 1 志 x 过 1 时 ,因为 


Pl—1<X<l}=1—P{X=—l)—P(X=1}= 避 
则 
F(z)= PAIXSZ} = P(=1<X<) 
=P{X= 一 1} 症 Pt 一 1 过 Xz} 
=+P-1<XSz| -1<X<UP(-1<X< 
sy Zz 十 1 WD a 
-二 
故 
: | 
7 ae 
it ee 
医 | 


(2) p=P{X<0)=F(0 =F(0) = 
注 : 本 例 中 的 F(z) 为 既 非 离散 型 也 非 连续 型 分 布 函 数 . 
题 型 181 求 一 维 随机 变量 函数 的 概率 分 布 


1. 求 离散 型 随机 变量 函数 的 分 布 律 或 分 布 函数 
思路 启迪 : 车 已 知 P{X=zx:}=pi(i=1,2,.…), 且 (Zi) 均 不 相等 , 则 了 (了 = 
g(Zi)) 二 Pri 二 1,2s"…) 就 是 了 的 概率 分 布 ; 否 则 ,将 各 相等 的 7 一 
g(Zi) 值 对 应 的 概率 相 加 ， 即 可 得 到 3 的 概率 分 布 . 
例 17 已 知 随机 变量 X 的 分 布 律 为 


试 求 Y 二 2X? 十 1 的 分 布 律 与 分 布 函 数 . 
解 : Y= 二 2X? 十 1 的 所 有 可 能 取 值 为 1,3,9, 是 
BY 1})= P(X = =0.2 
P{¥ 3)=IP{X = 二 + PB{X Sl1} =0.1 二 03 二 "0.4 
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PlY= 9} = PIX= 2}=0.4 


a 
下 面 求 Y 的 分 布 函 数 . 由 分 布 函数 的 定义 可 得 
03 3<1 
9; 2 人 志和 sy 活 - 洁 
0.6y 3A 
1, y 宇 9 
注 : 本 题 要 注意 的 是 P{Y 王 3} 王 P{X 王 一 1)} 十 P{(X 一 1) ,另外 , 求 离 散 型 随机 变量 的 分 布 函 数 
时 一 定 要 分 段 计 算 . 
例 18 已 知 X 的 分 布 律 如 表 21 - 2 所 列 . 


即 Y 的 分 布 律 为 


Fy(y) = P{Y < y} 三 了 


求 Y=sin FX 的 分 布 律 . 
解 : 由 题 可 知 , 见 表 21- 3. 


1, k= 1++4dn 
k=2+2n (n= 1,2,°) 


一 IT， 天 一 3 十 4z 
可 见 Y 了 ==sin 也 六 只 有 三 个 可 能 值 :一 1,0,1, 且 
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P{Y = 


PlY=1}=1 


即 如 表 21-4 所 列 . . 
表 21-4 


2. 求 连续 型 随机 变量 函数 的 概率 分 布 
车 y=g(z) 为 单调 函数 , 则 利用 定理 求解 , 定理 如 下 . 


思路 启迪 : 方法 1 
设 卫 为 连续 型 ,其 概率 密度 为 fx(ZX)( 一 co 过 x 过 十 co0), 又 函数 
8g(X) 处 处 可 导 且 g (zx) 关 0; 则 Y 了 二 g(X) 是 连续 型 随机 诡 量 ,其 概率 


密度 为 
ft = 1R Coy) |, a=y<=Bp 
Y\Y 0， 其 他 
其 中 有 (3y) 是 y 二 g(xz) 的 反 函 数 ,a 二 min{g( 一 co0),g( 十 co)},B 二 


max{g(—o0),g(+oo0)}. 
方法 2 若 y 三 g(x) 不 是 单调 函数 , 则 先 求 出 y 的 分 布 函数 
F(y)= P{YAy}= Plg(X) 3) 


FCy) 对 y 求 导 , 即 得 f(y) 二 >. 


例 19 (1) 设 X~U0O0,2), 求 了 =X? 在 (0,4) 内 的 概率 密度 . 
(2) 设 X~U0(0,2), 求 了 二 2e*+1? 的 概率 密度 . 
(3) 设 X~N(0,o), 求 了 二 X? 的 概率 密度 . 
解 : (1) 由 题 设 得 X 的 概率 密度 为 
J ee ee 
f(z) = | 2 
0， 其 他 
因为 当 z 在 (0,2) 中 变化 时 ,y 王 字 为 单调 函数 , 值 域 为 (0,4) ,从 而 可 直接 利用 公式 法 得 
fr = 人 时 1 4 
其 他 


0， 
(2) 因为 当 工 在 (0,27 中 变化 时 ,y 三 2e ?为 单调 函数 , 值 域 为 (2e ,2e )， 反 函数 为 


x 一 h(y) 一 方 In 学 一 1, 从 而 可 直接 利用 公式 法 得 
LL #2 
i 
0， 


i 'y € (2e,2es) 


Y 
fy(y) -| » 
其 他 
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(3) 因为 当 z 在 (一 ce ,十 se) 中 变化 时 ,y 王 之 不 是 单调 函数 . 所 以 先 求 了 二 X? 的 分 布 
函数 . 

令 相 CCy) 王 PC7 和 =P{( 开 过 ， 值 域 为 [0, 十 ce)， 

车 y=<0; 则 Fy(y)==0; 

@ 车 0 二 y= 十 ww, 则 


FO) = PX Sy = PXI<V) -P(A 
其 中 B(w) 是 U~N(0,1) 的 分 布 函数 , 则 
{Vy 1 
25 2 » 0 
j= -| i 
Gs y 委 0 


-5 y>0 
0， y 志 0 
其 中 p(wW) 是 U~N(0,1) 的 概率 密度 . 
例 20 设 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 为 
LF lO0 
fx (zx) -= 0RZ 

| 0， 其 他 
求 随机 变量 Y==X 十 1 的 概率 密度 fy(y). | 
解 : 显然 y= 二 xz 十 1 不 是 单调 函数 ,所 以 先 计 算 Y 的 分 布 函数 

Fy(y) = P{Y<y)}= PIX+1l<y) = PIX <y—1} 

当 y<1l 时;P{XSy—1}=0. 


当 y>1 时 ， 
pl < l= PW DN 
Vy 
De, 1<y<2 
| 
en 
?| CT 
2 a y>2 
-1 Vy—1—(y—1), 1<y<&<?2 
be ds 3 2 
0， IE1 
故 opera RE 
2 入 这 2 


于 是 
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1 
-一 -一 一 1， 工 SR 
A -1 
0， 其 他 


例 21 设 随机 变量 X 服从 参数 为 4 一 二 的 指数 分 布 , 求 Y 一 minfX,2} 的 分 布 密度 函数 . 


ee 
解 : 和 设 可 知 的 率 密 上 为 70 一 | ，_ 7 六 0 ,最 然 w 一 miafa 2 不 是 单调 函数 . 
0， 


xX<0 
令 Fy(y)=P(Y<y)=P{min{X,2)}<y), 
中 若 yx 0, 则 Fy(y)=0; 
@ 若 y 宇 2, 则 Fy(y)=1; 
的 若 0 二 y<2, 则 


pot) = p(B < 了 etdz 1 


Q3 y 夺 0 
即 Fy(y) =11—€ 1, 0C< 六 HR 
1, 六 学 泥 
i 
Be hE YA 
故 fr(y) = 6 
0， 其 他 


例 22 设 2Z 为 连续 型 随机 变量 ,分 布 函数 为 Fz(z),XX 服从 Lo:1] 上 的 均匀 分 布 , 则 
Y= 二 Fz1 (xz) 的 分 布 函 数 为 ( 入 

(A) Fz'(y) (B) Fz(y) 《人 1 —Bz (my) (D) 1 一 Fz(Cy) 
解 : 


ZJ 


Fy(y) = P{Y<y)} = P{FaA(X) <y) = P(XS<FE(y)} = ‘ dz = Fz(y) 
故 选 (B)， 
题 型 182 ”综合 题 


例 23 设 有 80 台 同 类 型 设备 ,各 台 工 作 相 互 独 立 , 发 生 故障 的 概率 都 是 0. 01 ,上 且 一 台 设 备 的 
故障 一 个 人 能 维修 . 考虑 两 种 配备 维修 工人 的 方案 :其 一 ,由 4 人 维护 ,每 人 承包 20 台 ; 其 二 ， 
由 3 人 共同 维护 80 台 . 试 比较 两 种 方案 的 优 劣 . 
解 : 设备 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 , 值 大 的 为 劣 , 值 小 的 为 优 . 

先 考虑 第 一 种 方案 . A;(i 二 1,2,3,4) 表 示 第 i 人 维护 的 20 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 
的 事件 . X 表示 第 一 个 人 维护 的 20 台 同 一 时 刻 发 生 故 障 的 台数 , 则 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 
及 时 维修 的 概率 为 

P{Ai 和 填 As 二 As 十 A4} 宇 P(Ai) = P{(X 三 2) 
(由 题 设 , 若 由 一 个 人 负责 的 设备 发 生 故 障 超过 两 台 即 不 能 维修 ) 
因为 XX~B8(20,0.0D); 则 X=hp==20X0.01=0. 2， 故 有 


P{A +As+As+Ai} > P(X>2) ~ > 这 2 es a 0.017 5 
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再 考虑 第 二 种 方案 . 了 表示 80 台中 同一 时 刻 发 生 故障 的 台数 ,Y 一 B(80,0. 01) ,A 二 np 二 
80 关 0.01 一 0. 8, 故 80 台中 发 生 故 障 而 不 能 及 时 维修 的 概率 为 


PlY > 4 ~ ce 05009 1 
kad ! 


比较 可 知 , 后 一 方案 优 于 前 一 方案 . 
例 24 假设 一 大 型 设备 在 任何 长 为 云 的 时 间 内 发 生 故 障 的 次 数 W (2 服从 参数 为 4 的 泊 松 
分 布 . 

(1) 求 相 继 两 次 故障 之 间 的 时 间 间 隔 工 的 概率 分 布 p; 

(2) 求 在 设备 已 经 无 故障 工作 8 小 时 的 情形 下 ,再 无 故障 运行 8 小 时 的 概率 gq. 
解 : (1) 因为 N(2) 为 时 间 间 隔 ti(t 宇 0) 内 发 生 故 障 的 次 数 ,又 了 表示 相继 两 次 故障 间 的 事件 间 
隔 , 所 以 当 了 T>: 上 时 , 必 有 NG 一 0, 于 是 

p= FG = PpP{TAH = 1=P(TD 


0 
=1—P{IN( =0} =1— Wer 一 1 一 ov 


过 J 和 > 
(2) gq= FI 0 TAB = 


tPF Ll FA6) ER 
1 一 ET 一 8}) 1I—F(@) ee™ 


例 25 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 
2 Ol 


it 名 其 他 
现 对 X 进行 次 独立 重复 观测 ,以 V, 表示 观测 值 不 大 于 0. 1 的 次 数 , 试 求 随机 变量 V, 的 概 
率 分 布 . 
解 : 事件 为 “观测 值 不 大 于 0. 1”; 即 事件 {久之 0. 1) ,其 概率 


0.1 0.1 
p= P(X E01) =| Fa 上 = 中 Er 


由 题 意 知 ,X 是 服从 B(x;0:01) 的 随机 变量 ,于 是 

P{V, = m} = C0.01P EEO0.0W-™"-= CERO "0 999 ™ (m= 0,1,25°°59n) 
例 26 ”假设 一 设备 开机 后 无 故障 工作 的 时 间 X 服从 指数 分 布 ,平均 无 故障 工作 的 时 间 为 5 小 
时 . 设备 定时 开机 ,出 现 故障 时 自动 关机 ,而 在 无 故障 的 情况 下 工作 2 小 时 便 关机 . 试 求 该 设 
备 每 次 开机 无 故障 工作 的 时 间 Y 的 分 布 密度 (y). 


解 : 设 X 的 分 布 参数 为 ,由 于 EX 一 圭一 5, 可 蝎 = 二. 显然 ,¥Y 二 min(X,2); 
由 例 21 即 得 Y 的 分 布 函 数 为 


0， y=0 
Fy) -fa 0 ya<2 
1 请 y 宇 2 
所 以 Y 的 分 布 密度 为 
fly) = dF (y) -5 ee 
0， 其 他 
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22.1 -重要 结论 


多 维 随 机 变量 及 其 分 布 中 包括 以 下 重要 结论 : 
(1) 设 久 ,…,X, 相 互 独立 , 令 
区 一 Inaxf{(X1i yyX Y= min(X1 ,XX,} 
则 
Fax(Z) 二 五 (Cm): Ex (7) 
Pi zr) = I Fx Ce) [1 = Fx (x)] 
(2) 设 (X,Y 了 ) 在 长 方形 区 域 a<7x 志 b,c<y<d 上 服从 均匀 分 布 , 则 它 的 概率 密度 为 


1 
ee -1 a<z<b cSy<d 
0, 其 他 
今 X,Y 相互 独立 , 且 分 别 服从 [a,6b],[Lc, 纪 上 的 均匀 分 布 . 
635 设 Xi 人 相互 独立 ;是 XN ), 则 


BX | bn > N( 2 kts 2 kto? ) 
{二 1 Y= 
注 : X 一 Na ,中 ) ,YY 一 NO sy), 则 aX 十 bY 不 一 定 服从 正 态 分 布 ,这 是 因为 X,Y 不 一 定 独 立 . 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
22.2” 二 维 随 机 变量 及 其 分 布 


题 型 183 ”与 二 维 随机 变量 概念 性质 有 关 的 命题 


思路 启迪 : (1) 函数 F(z,y) 须 具备 以 下 性 质 才 可 作为 某 二 维 随 机 变量 的 分 布 
D OSPF(rT,I)El; 
@@ 对 任意 固定 的 y, 有 FF( 一 02,y) 二 lim F(x,y) 直 0; 
对 任意 固定 的 w; 有 F(x, 一 00) 二 lim Fz; =0; 


F(—c5,—2%)=0,F(+50, ce) 一 1 


第 22 章 ， 多维 随机 变量 及 其 分 布 393 


@ F(z,y) 对 TI;y 均 右 连续 , 即 (zyy) 二 Flz 二 0, 二 F(x,y+0). 
@ 随机 点 (zx;3) 落 在 矩形 域 :zi 过 XX 二 zz; 和 NYy。 上 的 
概率 : 1 
了 (zi 二 天 ;SY )= F(x, ，y2)— P(x ， )—F(x » V2 ) a 
PFC ， yi) 宇 0 


(2) 联合 分 布 们 中 的 常数 ,可 利用 也 可 ps 一 1 求解 
若 久 与 了 相互 独立 , 则 P(X=z;,Y 二 yy) 二 P(X=x)P(Y 二 y;); 


(3) 联合 概率 密度 f(z,y) 中 的 常数 ,可 利用 | | f(z,ydrdy = 1 


求解 . 
车 六 与 YY 相互 独 立 , 则 f(xyy) 二 fx Gx)fy(y). 


例 1 如 下 四 个 二 元 函数 ,不 能 作为 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 分 布 函数 的 是 ( 有 
pi 0<<z< 和 十 cs,0 过 二 十 cc 
0， 其 他 


(B) F; C243)== 坪 (至 十 arctan (至 十 arctan | 


CA Trlrsd = 


©) Flz, =| 
人 
二 信和 一 "oY OO 
(CD EC ,=| 
Wo ly 其 他 


解 : 函数 必须 满足 分 布 函数 的 性 质 @ 一 四 ,才能 作为 某 随 机 变量 的 分 布 函 数 ， 
因为 对 F(x,y) 取 四 点 (1,0),(0,1),(1,1),(0,0) 有 
FL,1)—F(1,0)—F(0;,1)++ Fi(0,0) = 1—1—1+0=—1<0 
即 F3 (zy) 不 满足 性 质 四 , 故 选 (C). 
例 2 设 (X,Y) 的 概率 分 布 如 表 22- 1 所 列 . 


表 22-1 


已 知 随机 事件 {==0} 与 {XX 十 Y= 二 1} 相 互 独 立 , 则 ( ). 
(A) a 二 0. 2,68=0. 3 (B) a=0. 4;5=0, 1 
(C) a=0. 3,6=0. 2 (D) a=0, 1,68=0. 4 


解 : 由 题 设 , 根 据 >)ps 二 1 可 得 
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& 十 0 三 0.5 (1) 
六 PXS0X 人 YPtX=0P(APY=2 
a = (0.4Ta)(a+t+b) (2) 


由 式 (1),(2) 可 解 得 a 二 0.4;6 二 0. 1, 故 选 (B). 
例 3 设 二 维 连 续 型 随机 变量 (X,Y 了 ) 的 分 布 函 数 为 


F(z,y) = A(B+arctan$)(C+arctan 六 (一 ce 过 ZF CYy<+o0) 


求 常数 A,B,C, 并 求 出 (X, 了 站 的 概率 密度 CLIy)s 
解 : 由 于 FGz,y) 是 (X,Z) 的 分 布 函数 ;所 以 有 
王 (一 seoyp) 王 0 
| 一 ce) 三 0 
FEGCFece ,十 ce) 三 1 
即 


A(B 一 子 )(C+tarctan 池 )= 0 (1) 
A(B+arctan 地 )(C 一 至 )=0 (2) 
A(B 二 村)(C 十 至)=1 (3) 


由 于 式 (1) 对 任何 实数 y 都 成 立 , 所 以 有 A=0 或 BB 二 0. 显然 当 A 二 0 时 ;有 F(z,y) 寺 0， 
这 与 F(z,y) 是 分 布 函数 矛盾 ,因此 B 一 分 二 0, 即 B= 同 理 可 得 C 二 他 ,将 它们 代入 式 (3) 
可 得 人 A 一 十 . 于 是 


F(z,y) = 十 (于 十 arctan 子 5 在 十 arctan w ] (一 ce 亏 式 二 十 o 呈 一 co 二天 二 ce) 
轧 记 6 
a fan 沪 沁 -RAT +) 
题 型 184 ” 求 二 维 随机 变量 的 各 种 分 布 (分 布 律 、 边 缘分 布 律 . 边 缘分 布 密度 ) 
1. 已 知 随机 试验 , 求 分 布 律 


思路 启迪 : 首先 确定 其 可 能 取 值 ， i 
的 概率 . 


例 4 将 一 枚 均匀 硬币 连 掷 三 次 ,以 和 表示 三 次 试验 中 出 现 正面 的 次 数 ,Y 表示 出 现 正面 的 次 
数 与 出 现 反 面 的 次 数 的 差 的 绝对 值 , 求 (X,Y) 的 联合 分 布 律 . 
分 析 : 显然 X 的 可 能 取 值 为 0,1y2;737 而 YY 的 可 能 取 值 为 1y3, 然 后 利用 二 项 分 布 公式 计算 
概率 . 
解 : 因为 CX,Y) 的 所 有 使 概率 非 零 的 可 能 取 值 为 (0,3),(1,1),(2,1),(3,3) 于 是 由 二 项 公布 
公式 易 得 

P(X=0,7=3)= ( 瑟 ) = 


(一 ce 去 工 和 co 一 sc 过 2 < 二 co) 


言 ， P(X=1,Y=®D =G (HE) 过 
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A tn 
即 (X, 了 让 的 分 布 律 如 表 22 一 2 所 列 . 


2. 已 知 两 个 随机 变量 的 分 布 , 求 与 之 相关 的 随机 变量 的 分 布 
思路 启迪 : 关键 是 将 新 的 随机 变量 的 取 值 转化 为 已 知事 件 或 随机 变量 的 取 值 . 


例 5 ， 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 在 矩形 区 域 D=={(zx,y)10 志 x 声 2,0 志 y 志 1} 上 服从 二 维 均匀 分 
布 , 随 机 变量 
Ee YY et lh 
Ve X2z 十 到 之 1 i 攻 演 江 
求 U 和 VV 的 联合 概率 分 布 . 
解 : 由 题 设 可 得 
1 
DD’ 委 < ?= 二 
re = OS 2 OR YR 
0， ”其 他 
(U,V 的 可 能 取 值 为 (1 ,1,1 一 1)3;( 一 1,1);( 一 1, 一 1). 
而 和 代 王 1,V 王 1 二 (22 十 到 委 1,XY) ,如 图 22--1 所 示 ; 有 


类 似 可 求 得 


= 本 
Pt =— I V 1} 16 


P(U = TV 三 一 一天，PUS 17 一 直 一 2 
所 以 ,U 和 VV 的 联合 概率 分 布 如 表 22 - 3 所 列 . 
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3. 已 知 两 个 随机 变量 的 分 布 或 联合 分 布 , 求 边缘 分 布 . 条 件 分 布 和 概率 


思路 启迪 : 直接 利用 公式 求解 . 
(1) 离散 型 二 维 随机 变量 C 民 5?Y) 的 边缘 分 布 律 的 求法 . 
设 P{X 二 zx; 二 态 } 王 及 , 则 
@ (X,Y) 关 于 的 边缘 分 布 律 为 
P{X= 二 zi} 一 2ps 二 pi。 ( 即 联合 分 布 律 中 第 i 行 各 元 素 相 加 ) 


@ (X, 卫 关于 YY 的 边缘 分 布 律 为 

P{Y 二») 二 2ps 二 Pj 〈 即 联合 分 布 律 中 第 j 列 各 元 素 相 加 ) 
条 件 概率 分 布 为 

P{X= 人 P{Y=», X= = 的 


2 让 求 二 a Y) 的 边缘 概率 密度 时 , 先 画 出 使 
(CX,Y) 的 概率 密度 不 为 零 的 区 域 D. 设 联 合 分 布 密度 为 fCzs, 则 
这 缘分 布 密度 的 求解 程序 是 : 

@ 根据 忆 先 确定 出 六 (到 ) 中 冻 ( 或 廊 Cy) 中 人 的 定义 区 间 (a， 
0)( 或 (c,d)); 

@ 仿 三 重 积分 化 为 累 次 积分 确定 累 次 积分 限 的 方法 , 定 出 y( 或 
文 ) 的 积分 限 , 即 在 (a,6b)( 或 (c,d)) 中 任意 找 一 点 XI( 或 y) ,过 该 点 从 
下 到 上 (或 从 左 到 右 ) 画 一 条 平行 于 y( 或 x) 轴 的 直线 与 区 域 巴 相 
交 ，, 则 先 交 者 为 下 限 ,后 交 者 为 上 限 ,最 后 求 出 积分 , 即 


A | fr,wdy > | f(z,wdy, A 


六 人 党 | fC, de = | esdr， JE 全 


条 件 概率 密度 分 别 为 
fez| n= (fy(y) 守 0) ,和 ey lm 一 必 呈 学 Cfx C2) >0) 
例 6 设 (X,Y) 服 从 品 ={(z,y)|y>0, 世 十 过 1} 上 的 均匀 分 布 ,定义 
5 ed v= Ey 
2，Y 过 xX l» Nya 


Gy) 求 (U,V) 的 联合 分 布 律 ; 
(2) 求 关于 五 的 边缘 分 布 律 ; 
(3) 求 在 V==1 条 件 下 UU 的 条 件 分 布 律 ; 
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(4) 求 P{0<U<2|V=1}. 
分 析 : 利用 定义 ,将 (U,V) 的 可 能 值 写 出 ,然后 求 各 个 可 能 值 的 概率 . 


解 : (1) 由 题 设 可 知 ,(X, 了 7 了) 的 概率 密度 为 


2 (z,y) ED 


f(z,y) -下 
0， 其 他 


(U,V) 的 可 能 值 为 (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1), 则 


P{U ="0,V I 0%= PZ = PD) =0 (因为 y 宇 0) 
PU=0V=1}=P(X<0,X<YY} = P(X<0} = | 20=+ 
0,7<0 
zl 
P{U=1,V=0}= P{0O<X<Y,X2B/3Y) = P(N) =0 


PIU=1V=1)= PIOC<X<Y,X VY) = PSK 一 十 
PIU=2V=0}) = PlY<X,X>/Y) = P(X>V3Y} = 让 


P{U=2,V=1}= 
即 如 表 22 -4 所 列 . 


12 


三 由 一直 
GPUV=}e 


POE0IV=1 = P= 


| 
lw 


PUO=1|V=1 =- PO = 


| 


到 | 四 | oja|sl=- 
SI» 
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即 如 表 22- 6 所 列 . 


(4) Pl0<U<2|V=1}=P{U=0]V=1)} 十 PlU=1|V=1}= 包 十 襄 = 议 
例 7 设 X 的 概率 密度 为 
die *» T=0 
fx(z) = le i 
而 立 在 (0,X) 上 服从 均匀 分 布 ， 
(1) 求 (X, 耻 的 联合 概率 密度 FCzyy); 
(2) 求 fy(y); 
(3) 求 fxiv(z|1D; 
(4) 求 P{0 过 X<2|Y=1}. 
解 : (1) 由 题 设 
1 
二 9 < > 
pre- 人 
0， ”其 他 
de Oy 
所 以 fxs) = ,fx(2) fylx(y) = 3 
fe dz 0 li2e 0 
+13 » Bt 
fw [ewe i 3 


de 和 EN | 
(3) Wr | a = rs Te 二 pe 2071) ， > 
fry(1) 和 We 

0， 工 妇 1 


OT dN 和 wdc [和 = |e dds 二 
4. 已 知 条 件 密度 或 条 件 分 布 律 而 求 联 合 分 布 或 联合 分 布 律 
思路 启迪 : (1) 当 由 条 件 密 度 ivrGCzs) 计 算 三 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 


f(zsy) 时 ,要 想到 利用 公式 
ele et 户 (Cy) 尖 0 
这 二 0 有 KE 有 


(2) 当 由 条 件 分 布 律 P{X= 二 x;|Y 二 yj;} 计 算 二 维 随机 变量 ( 关 ,Y) 的 
联合 分 布 律 P{X==zx;，,Y 二 y;} 时 ,要 想到 利用 公式 
P{X= zoY =y}) = PIX= |Y= y}P{Y = y;} 


例 8 设 随 机 变量 X 在 区 间 (0,2) 上 服从 均匀 分 布 ,而 Y 在 区 间 (X,2) 上 服从 均匀 分 布 . 
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试 求 : 
(1) XX 和 YY 的 联合 概率 密度 f(x,y); 
(2)Y 的 概率 密度 fy(y); 
(3) 求 概率 P{X<1|Y 志 1}. 
解 : (1) f(zsy)= fx (xz)fyx ly | xz) 
A 0 骤 委 [过 一， zyL2 
0， 其 他 0， 其 他 
1 
-fe 0 yc 
0， 其 他 
(2) fwW=| fers) 


| 

-全 i pe 
0， 其 他 

[2 二 


2 2 一 y” 
0， 其 他 


1 1 1 
) dz| 区 7 一 dy 
| has 


A 
2 tin2 ”2In2—=—1 


tr2in2 十 1 


EN 
广 十 im 2 


例 9 设 随机 变量 X 在 1,2,3,4 四 个 整数 中 等 可 能 地 取 值 , 男 一 随机 变量 Y 在 1 一 X 中 等 可 
能 地 取 一 整数 值 , 试 求 :(1)(X,Y) 的 联合 分 布 律 ;(2) X 与 Y 的 边缘 分 布 律 . 
解 : {X==i,Y 二 7} 的 取 值 情况 是 i 二 1,2,3,4;j 是 不 大 于 i 的 正 整数 . 
由 概率 的 乘法 公式 有 
1 1 1 


P{X=i,Y=})}= P{X=iP{IY=j|X=i)= := =,233747 


4 i i 
于 是 (X, 了 的 联合 分 布 律 .XX 与 Y 的 边缘 分 布 律 如 表 22 - 7 所 列 . 
表 22-7 


PlY=)} =p.j 
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注 : 不 难 发 现 ,X 与 Y 之 间 没 有 独立 性 ,从 而 联合 分 布 律 一 般 用 乘法 公式 计算 . 
题 型 185 ”随机 变量 独立 性 的 判别 
思路 启迪 : 判断 两 个 随机 变量 是 和 否 独 立 , 要 想到 利用 
(1) 独立 性 定义 . 
设 (X;Y 了 ) 是 二 维 随机 变量 ;其 分 布 函 数 及 关于 X,Y 的 边缘 分 布 
函数 分 别 为 F(z yy),Fx(z),Fy(y), 如 果 下 (x,y) 二 Fx(zx)Fy(y) 在 
及 ,了 平面 上 成 立 ; 则 称 羡 ,Y 相互 独立 . 
(2) 如 下 的 充分 必要 条 件 ;: 
» 一: 起) 
X,Y 独立 二 zy) = fx(z) fy(y) 
其 中 (zy 3) ,fx (Xx) ,fy(3) 分 别 为 (X,Y) 的 概率 密度 及 关于 Sf 的 
边缘 分 布 密度 . 


例 10 设 随机 变量 X 的 概率 密度 为 fx(z) 一 亏 e-Pl (一 co<z<< 十 co), 问 X 与 |X| 是 否 相互 


独立 ?说 明理 由 . 
解 : 记 了 ==|X| 及 (X, 了 站 的 分 布 函数 分 别 为 By(y) ,F(z,y), 则 对 任意 z 之 0, 有 
F(zs7z) = P{X<ZI YI) = PIY<zr) = Fy(z) 


由于 x(2) = [3 Be "< 1 ,所 以 当 工 之 0 时 ,有 


F(z,7x) > Fx(z)Fy (Zz) 
从 而 久 与 Y 不 相互 独立 , 即 关 与 1X| 不 相互 独立 . 


例 11 设 随 机 事件 A,B 满足 P(A)==a,P(BIA)= 去 ;P(A1B) 一 士 , 记 


1， A 发生 IT， BB 发 生 
ee A 不 发 生 ” Pe B 不 发 生 
求 使 得 匀 ,Y 独立 的 常数 a. 
解 : (X,Y) 的 概率 分 布 如 表 22 - 8 所 列 ， 
表 22-8 
全 | 二 
| | 


由 于 
P(AB) = P(B| A)P(A) = 去 a， BaD pA PAB = 


— p(B)= = LAB te 2 
P(AB) = P(B) P(AB) = BeAT BD P(AB) = 2a 7 pe 
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PAB) EL PAB PAB SS POABIE B22 
所 以 (X, 了 的 概率 分 布 及 边缘 概率 分 布 如 表 22 一 9 所 列 . 
表 22-9 


了 又 


当 X,Y 相互 独立 时 , 方 4 一 2 » 2&y 即 < 一 于. 
例 12 向 平面 区 域 D:0 过 zx 二 2,0 志 y 志 4 一 x? 内 随机 地 投掷 一 点 (X,Y) , 设 A 一 “X 雪 1”,B 一 
as 
(1) 求 A,B 恰 好 发 生 一 个 的 概率 ; 
(2) 问 A,B 是 否 独 立 ? 并 讨论 X 与 了 的 独立 性 . 
解 : 由 题 设 可 知 ,(X, 了 了) 的 概率 密度 为 
3 
A D 
ye s 和 
0， 其 他 
这 是 由 于 DD 的 面积 为 
sa i 
总 答 |'« zz)dz 一 关 
(1) P(AB+AB)=P(AB)+P(AB)==P(A)FP(B)—2P(AB), 而 


> 和 Es 1 a ee 2 11 
BCA) = P(X = | terwarey 二 | az Sdy 
PCB》 王子 (< 雪 站 至 至 ， PCAB) = PIX1Y<3)}= 让 
所 以 P(AB+AB)=—T. 
(2) 由 PCAB) 关 P(A)P(B) 知 ,A,B 不 独立 此 外 ,由 
P(AB)# P(A)P(B) 
>P{XZ1lY<3)}# PIX<I}PY SS} 
SF(1,3) ¥ Ex(IDEYC3) 


所 以 和 与 了 不 独立 . 其 中 下 ,Fx ,Fy 分 别 为 (X,Y) 的 联合 分 布 函 数 : 关 于 义 的 边缘 分 布 函数 
和 关于 了 的 边缘 分 布 函 数 . 


题 型 186 ”由 已 知 分 布 求 概率 


思路 启迪 : (1) 若 已 知 (X,Y) 的 联合 分 布 律 ,计算 概率 , 则 先 写 出 满足 条 件 的 可 
能 值 ,然后 将 取 这 些 值 的 概率 相 加 即 得 . : 
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首先 根据 条 件 画 出 三 重 积 分 的 积分 域 ,然后 将 三 重 积分 化 为 标 次 积 


分 计算 即 得 
ee I ey 


R(T Szo 


(3) 若 求 随机 变量 的 条 件 概率 , 设 (X,Y) 是 二 维 连续 型 随机 变量 ,其 


概率 密度 为 f(x,y), 则 
@ 计算 条 件 概率 P{z<a|y 王 6} 时 ,马上 想到 条 件 概率 密度 


-oo 
pe ee (其 中 应 (6) =| f(z,Ddz) 
p 


Pt Re | yD =| fxrtz | Ddz 


@ 计算 条 件 概率 P(xaly5) 时 ,马上 想到 利用 随机 事件 的 


条 件 概率 公式 


a b 
Placay<h | | fe 
P{z<aly<}= a 
SN 国光 


例 13 已 知 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 联合 概率 分 布 如 表 22 - 10 所 列 : 
表 22-10 


求 概 率 P{X<Y},P{X=Y} 和 P{X 十 Y=1}. 
解 : (1) 仅 当 (X,Y 了) 二 (0,1) 时 ,过 了, 故 
PI{X<~Y}==P{X=0,Y=1})=0.28 
(2) 仅 当 (X, 了 二 (0,0),(1,1) 时 ,= 了 , 故 
P{X=Y}=P{X='0,Y¥Y=/0}+4+P{X= 1,Y=1)=0.12+0.42 = 0.54 

(3) 仅 当 (X, 了 让 二 (0,1),(1,0) 时 ,六 十 Y= 二 1, 故 

P(X4Y=1})= P(X=0,Y=1)+P{X= IY=0}= 0.28++0.18='0;46 
例 14 设 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 

eV =< 入 
f(zsy) = i 其 他 

”计算 P(X 直 FY<1): 
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去 | Tz 5 
解 : PIX+Y<l)}= || fewardy= | eddy=| dz| evdy=1+e—2et. 
el be 0 工 


例 15 - 设 随 机 变量 X,YZ 相 互 独立 目 都 服从 正 态 分 布 NC0,1), 则 PtmaxCX, 7 三 0)= 
解 : P{max{X,Y} 0}= 1— Plmax{(X,Y} 去 0) =1— P(X <0Y C0} 


Tp th 


2 2 4 
注 : 本 题 若 用 定义 求 会 麻烦 很 多 . 记 住 以 下 公式 
(1)P{maxtX,Y}<<2} = PIXS YY Sm} 
PpP{max(X YY)} > z= ==P(max{(K,Y} wu} = 1—P{XQ YS 0} 
(2) P{min(X ,YY} = = PAX > 20Y >20} 
Pimin{X,Y} C2} =1=P{min(tX YY} 0} = 一旦 (和 和 并 "之 zz) 


题 型 187 ” 求 二 维 随机 变量 函数 的 分 布 
思路 启迪 : 求 两 个 随机 变量 简单 函数 的 分 布 时 ,一 般 要 用 到 这 两 个 随机 变量 的 
联合 分 布 .而 一 般 所 求 的 两 个 随机 变量 是 独立 的 ,这 时 就 要 想到 利 
用 独立 的 充分 必要 条 件 求 联合 分 布 . 
常见 的 二 维 随机 变量 (X,Y 了) 函数 为 
(1) Z=X+Y; (2) Z=XY, V 天 五 到, 全 


"yi 
(3) Zi1=max{X,Y} ,Zs=min(X,Y}. 
它们 的 分 布 律 或 分 布 密度 的 求法 如 下 : 
(1) 已 知 尺 ,Y 的 分 布 律 (概率 密度 ), 求 Z 一 X 士 Y 的 分 布 律 (或 概率 
密度 ) 的 程序 为 : 
@ 先 求 出 及, 的 联合 分 布 律 (或 联合 概率 密度 f(x,)); 
加 将 (X,Z7 中 所 取 的 与 了 的 值 相 加 减 ,得 出 X 土 Y 一 2 的 入 


及 该 信 对 应 的 (X,Y) 的 概率 ,于 是 即 可 得 出 Z 二 XX 士 Y 的 分 布 竺 ( 联 
合 分 布 密度 通常 是 先 求 分 布 函 数 Fz(z) 一 | f(x,y)dzdy, 再 将 
QTS<= 


Fz(z) 对 z 求 导 , 即 得 fz(z) 二 4 ). 


注 f 对 Z=X+Y; 有 fz(z) 二 | f(xvz 一 z)dz; 转 别 地 ; 当 六 与 Y 相 
互 独立 时 ,有 卷 积 公式 fz(z) 一 | fx(z)fy(z 一 Zdz 
(2) 已 短 Xi7 的 芬 布 律 (分 布 密度 ); 求 Z 三 XY, V7 于 FY, 莓 的 分 布 
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律 (或 分 布 密度 ) 的 程序 是 : 


中 由 凤 (z),fy(y) 求 出 (X,Y) 的 联合 分 布 律 (或 联合 概率 密度 
f(r,y)); 


CO 再 将 六 与 了 作 相 乘 运算 (或 TY2 ,或 芝 ), 并 求 册 相应 的 


概率 , 即 得 Z 的 分 布 律 (联合 分 布 密度 通常 是 先 求 分 布 函数 Fz(z)， 
在 求解 过 程 中 用 到 将 二 重 积分 化 为 累 次 积分 的 知识 )， 

注意 ; 二 重 积 分 域 是 由 f(x,y) 关 0 的 区 域 与 曲线 之 = 二流 y 
(或 z=VZT 挛 ,或 < 一 子 , 其 中 之 看 做 第 数 ) 所 图 的 平面 区 域 ,由 
SP 


fz(z) 二 一 一 即 可 求 得 Z, 的 分布 密度 ， 


(3) Za Me 屎 与 YY 相互 独立 时 ,其 分 布 
函数 分 别 为 
Fz (z) = Fx(z)Fy(z), Fz,(z)=1—[1—Fx(z)][l1— Fy(z)] 


再 由 fz(z) 一 名 即 可 求 得 Z 的 分 布 密度 


例 16 设 (X,Y) 的 联合 分 布 律 如 表 22 - 11 所 列 ， 
表 22-11 


试 求 :(1) Z 二 XY;(2) Z 一 XY;(3) Z 一 芝 ;(4) Z 一 max{X,Y)} 的 分 布 律 . 


解 : 与 一 维 离散 型 随机 变量 函数 分 布 律 的 计算 类 似 ,本 质 上 是 利用 事件 及 其 概率 的 运算 法 则 . 
但 要 注意 ,2 的 相同 值 的 概率 要 合并 . 由 (X,Y) 的 分 布 律 可 得 表 22 - 12. 


表 22-12 
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于 是 可 得 表 22 -13 一 表 22 - 16 所 列 结果 . 
ly 


(2) 
表 22- 寺 4 
EEE 玉 二 
| 
(3) 


(4) 


2 TT 
ea 下 用 
例 17” 设 二 维 随机 变量 (X,Y7 的 概率 密度 为 

I 0 过 丈 关 0 过 半 必 2 
fx,y) 全 其 他 


“GD 求 CX,Y) 的 边缘 概率 密度 fx (z), fy(y); 
(2) 求 2 一 2X 一 Y 的 概率 密度 fz(z); 


(3) 求 P|Y< 才 |X< 当 }. 


2 
to | ldy,» Oz<1 /2 人 CE 
解 : (1) ”fx(z) -|rewes -| 0 二 篇 其 他 


Ovi 其 他 
-too dy 0 
nT -| 
0， 其 他 
(2) Z 二 2X 一 Y 的 非 零 区 间 为 [0,2j. 
今 Fz(z)=P{Z<z}=P{2X—Y<z}, 


0=y 二 2 
0， 其 他 
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@ 著 z<0, 则 Fz(z)=0; 

@ 若 z 宇 2, 则 Fz(z)=1; 

@ 闭 0<z<2, 则 

Fz(z)= |‖ f(z,y)dzdy 二 图 22=2 中 阴影 部 分 面积 


2r—y<x 


1 过)(2 一 为 二 2 二 地 类 


即 
0， zz 过 0 
PF2(2) = EE QsA2 
1» 之 尝 2 
所 以 


P(x< 二 )= 广 fx(z)dz = | 2zaz 二 了 
人 
2 


P\X< 了 区 六 FFCzsy)dzdy 王 | dy| 1，。 dz 一 基 
| Les hol 
所 以 P{Y< 诗 |X< 志 )= 雪 . 

例 18 设 (X, 耻 在 D={(zx,y)10 二 x<2,0 过 y 过 2} 上 服从 均 旬 分 布 , 求 避 二 (X 十 Y)? 的 概率 
密度 . 

解 : 令 FF(w) 二 P{Uu)= 二 P{(X 十 了 )?wu) ,又 (六 ,了 的 概率 密度 为 


Ry -{* (z,y) ED 
0， 其 他 
@ 车 w=<0, 则 FC(w)=0; 
@ 若 :16, 则 FCGo) 王 1; 


Ry I a 
(Hy) 
LT)? 


这 J Feady ES 
0<rHy< wa 


@ 若 4 委 xx 一 16, 则 
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4 一 去 (4 一 Vi) 
Cw J rr)dzdy= 一 一 一 一 
0O< =Hys<s 
一 一 音 (4 一 Va》 
0， &<0 
妃 ， 0 入 二 4 
即 F(n) = i 
人 4 二 二 16 
i 寺 & 达 16 
言 ， (< 
dF (w) 
故 fw) = = 
本 2 dws l6 
0， 其 他 


例 19 设 X,Y 相互 独立, 其 中 的 概率 分 布 为 X~| 。 | |] 而 Y 的 概率 密度 为 (3) , 求 


U= 二 XY 十 Y 的 概率 密度 g (wu). 
解 : 设 U=X? 十 Y 的 分 布 函数 为 
G(wD)= P{U <u} = P{X: YW 
= P(X Yu X=1)+P(X HY = 2} 
= P{X=1Y<u—1l1)+P(X=2,Y<u—4} 
= P(X=I P<i= 人 FPS2P YS 


wl w4 
二 四 ”Fo)dy 十 Ga—p| fdy 
i ete 在 fu 一 1) 与 Fw 一 轨 的 连续 点 


du Qs 其 他 
例 20 设 A,B 为 两 个 随机 事件 , 且 P(A)= 士 ,PCB|A)== 寺 ,P(A1B) 一 均 , 令 
x A 发 生 ” 他 B 发 生 
0， A 不 发 生 0;， 马 不 发 生 


(1) 求 CX,Y) 的 概率 分 布 ; 
(2) 求 Z 王 和 十 到 与 Z 一 X2Y2 的 概率 分 布 . 


A > .i PEAR) sl 
解 : (1) P(A)== 4 ,P(AB)=P(A)P(B|A) 15’ PB) POCAIB) 6° 
于 是 i 


P(X =0,Y=0) = PAB) = P(ATB) 
二 证 POAB) APB BC 夺 
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P{X=0,¥=1}~— P(AB) = P(B)— P(AB) = 页 
P{X=1,Y =0)— P(AB) = P(A)—P(AB) 一 坪 


P{X = 1,Y= 1)} 一 一 二 省 
即 如 表 22 一 17 所 列 . 


(2) 由 51) 可 得 表 22 - 18. 


题 型 188 ”关于 二 维 正 态 分 布 问题 

思路 启迪 : 设 (X,Y) 一 NCQa sp; ,25p), 则 
(1) X~NOasof),Y~NO 本) , 且 cov(X,Y)=pxyoi0z. (反之 ,车 
X,Y 相互 独立 上 且 服 从 正 态 分 布 , 则 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 . ) 
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(2) p 二 pxy 二 0SSXYY 相互 独立 , 即 六 ,了 独立 与 其,Y 不 相关 等 价 。 
(3) X,Y 的 任 一 线性 组 合 服从 一 维 正 态 分 布 , 且 
aX +bY ~ Na bysra?o + B+ 2abooios) 
(4) 若 品 ,V 是 义 ,Y 的 线性 组 合 , 则 et | 
(5) 其 概率 密度 为 
f (zy) = i pe 


例 21 设 随 机 变量 义 ,Y 相互 独立 , 昌 X~N(1,2),Y 一 N(0,1), 求 随机 变量 Z 二 2X 一 Y 十 3 
的 概率 密度 fz(z). 
解 : 由 于 X,Y 相互 独立 ,所 以 (X,Y 了) 服从 二 维 正 态 分 布 ,因此 Z= 二 2X 一 了 十 3 也 服从 正 态 
分 布 . 
由 于 EZ = E(2X—Y+3) =2EX—EY+3=5 
DZ = D(2X—Y+3) = 4DX+DY=9 
即 Z 一 N(5,9), 所 以 Z 的 概率 密度 为 s 


cy2 
es 人 


例 22 设 (X,D~N(1,2;1,4; 一 去 ), 且 PlaX+bY<1D)= 击 , 则 ( 。 )， 


pe i 
Aja 二 一季 (B) 一 于 让 = 一 椰 


,6 一 序 (D) a= 去 ,b= 二 
解 : 由 题 设 可 知 
XN YN per 一 一方 
所 以 aX+bY ~ N(a+26, *) 
则 PlaX+bY<1)= 才 >a+26= 1. 所 以 应 选 (D). 


b=P(Y=<2), 则 ( 加 ) 
(A)a>6b6 (Bja<b (0) a=b (DD) 不 能 确定 


解 : a=P(X<Y) = PX-Y<0=P(A + 1! < 雪 )=@( 记 ) 
( 国 为 和 一 YY 一 N( 一 1,2?)) 
i 
(因为 Y 一 Z ~ N( 一 1,3?)) 
i RN 
而 @(z) 单 调 增加 , 且 方 > 本 ,所 以 @(2 )>@( 词 ), 故 选 CA). 


b= 6(Y 一 尺 三 PCIZY 一 2 一 0) 三 | 


410 考研 教学 核心 题 型 [ 理 开 类] 
例 24 设 随 机 变量 六 ,Y 相互 独立 ,是 六 一 N(0,2:),Y~N(1,1?), 令 U=X+2Y,V=X 一 Y， 
求 (U,V) 的 概率 密度 f(u,5). , 
解 : 由 于 (X,Y) 服 从 二 维 正 态 分 布 ,所 以 (U,V) 也 服从 二 维 正 态 分 布 , 设 
(UV ~ NOaspe 101 ,02 ;0) 
由 于 
=EU=E(X+2Y) 一 EX 十 2EY 一 2 
=EV= EC(X—Y)= EX—EY 一 一 1 
=DU= D(X+2Y = DX++4DY = 8 
oS=DY =DX— Y= DDY=5 


- A = (KT XY) 
: 一 7 eX, ov cov pa 
1 
上 《 攻 和 的 厅 兴 关 | 
210 V10 


》 -一 ] 。 > Us 
所 以 (U,V)~N(2, 一 118,5;-5). 于 是 (U,V) 的 概率 密度 为 


1 1 Ca Bp da (vy a 


A DD 次 多 
2roiaz V1—p 
2 SVD 
[ee ] 
> 2 
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23.1 ”重要 性 质 和 公式 


1. 期 望 的 性 质 
(1) EC 二 C(C 为 常数 ) ,ECX 二 C) 王 EX 十 CCC 为 常数 ); 
(2) E(CX) 二 CEX(C 为 常数 污 
(3) EGR XI 十 … 十 RUX 三 有 ERI 十 … 十 EX, CR 是 常数 ) ; 
(4) 若 Xi ，,…,X, 相互 独立 , 则 下 (XiX) 王 ECXD) ECX) ,一般 地 ， 
EC (CX1)°"* fCX,)) = ECFi CK1)):ECF, (XK,)) 

2. 方差 的 性 质 
(1) D(CO)= 二 0(C 为 常数 ),D(X 十 C0) 二 DX(C 为 常数 ); 
(2) D(aX)= 二 a:DX,D(aX 十 四 二 asDX(a,b 是 常数 ); 
(3) 若 XX,"…,X, 相互 独立 , 则 

D(X 二 十 XX,) 二 DX 十 避 十 申 DX， (Rk1 ,yh 是 常数 ) 

但 D(R XRD 天 DCXD DCX，)， 

3. 几 种 重要 分 布 的 期 望 和 方差 
(1) X~0, TD) 分布 :EX 王 加 DX 一 六 (1L 一 力 ; 
(2) X~Bl(n,p):EX=np, DX=np(l—p); 
(3) X~P() :EX=DX=4; 
(4) X~UCaD) :EX=4 DX= Te; 


1 
23 
(6) X~N(p90) :EX=p,DX= 
4. 求 期 望 和 方差 常用 的 公式 


(1) atagtag’: tTag”! A lgl=1); 


(5) X~EQ):EX=,DX= 


(2) a+2ag+3agqg’ 十 … 十 md } te dl 过 17; 


(3) at22*ag 3ag th ag 让 = 


(4) 1 二 4 十 盐 相 十 十 二 和 十 二 区 
42! nn, 
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(5) 工 函数 的 性 质 :Tr 十 1) 二 xT(7) ,其 中 To 二 | ed 


(6) | ea 一 Ya 


23..2 重要 结论 


(1) DX 王 EX2 一 (EX)2 或 EX2 王 DX 十 (EXD)2; 

(2) cov(X,Y) 一 ECXY) 一 上 EX。，EY 或 了 GXDBD 三 cov(CX ,TYZD 十 EX。EY; 

(3) D(aX+bY) =a DX+b DY+2abcov( X,Y)=a DX+6 DY+2aboxy VDX VDY; 
(4) pxr =0Scov(X,Y)=0GE(XY =EX*. EYSOD(X+Y)=DX+DY. 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 
23.3 一 维 随 机 变量 的 数字 特征 


题 型 189 ” 求 一 维 随机 变量 的 数字 特征 


思路 启迪 : 这 类 题 型 主要 是 求 期 望 和 方差 ， 常用 方法 有 
(1) 对 分 布 律 或 密度 已 知 的 情形 ， 直接 接 定 义 计算 ,对 由 法术 斌 验 给 
出 的 随机 变量 ， 0 A - 


EX = pe DX = ey 
@ 连续 型 ; 设 X~-F(z), 则 
-co 十 co 
EX=| zf(z)dr, DX = | Cr — BR) de 

(2) 利用 期 望 和 方差 的 性 质 . 

(3) 利用 常见 分 布 的 期 望 和 方差 . 
例 1 设 有 甲 、 乙 两 个 篮球 队 进 行 比赛 ,规定 其 中 一 队 胜 4 场 , 则 比赛 宣告 结束 ,假设 两 球 队 获 
胜 的 概率 均 为 去 , 试 求 需要 比赛 场 数 X 的 数学 期 望 
解 : X 的 可 能 取 值 为 4,5,6,7, 则 


rx-0 =a) +e) = 
Per- 3a( 抽 全 3 全) 
rx- ojo) 二 + 和信 ) 全) 可 


第 23 章 = 随 酌 变量 的 数字 特征 413 


PCGXK 一 7) 一 1 一 PCGK 一 分 一 PGX 一 5 一 PGK 一 0 二 二 


故 EX 一 4X 吉 十 5X 二 十 6X 世 十 7X 二 一 5 8, 于 是 需要 比赛 6 场 . 
例 2 按 规定 某 车 站 每 天 8:00 一 9:00 和 9:00~10;00 都 恰 有 一 辆 客车 到 站 ,各 车 到 站 时 刻 是 
随机 的 , 且 各 车 到 站 的 时 刻 相互 独立 ,其 规律 姐 表 23 - 1 所 列 . 


上 表 23-1 D 0 WN 从 
8:10 8:30 8:50 
1 
by pda 


一 旅客 8:20 到 车 站 , 求 他 候车 时 间 的 数学 期 望 及 方差 ， 
解 ;: 若 该 旅客 乘 9:10 的 车 ,意味 着 8:00 一 9:00 这 趟 车 在 8:10 开 走 了 : 如 果 他 候车 50 分 钟 ， 
则 对 应 的 “第 一 趟 车 8:10 开 走 ”和 ”第 二 趟 车 9:10 开 ” 两 事件 同时 发 生 的 概率 为 
- BB Y seryl 
了 (有 二 507 二 再 义 二 一 大 
如 果 他 候车 70 分 钟 , 则 按 90 分 钟 对 应 的 概率 类 似 处 理 ， 于 是 候车 的 分 布 律 如 表 23 - 2 
所 列 . 


1 
25 


故 EX = 10X 吉 十 30X 所 十 50X 十 70X 匣 十 0X 匣 = 30.8 


25 
EX? 二 10: 久之 十 30: X 之 十 50: 又 上 十 702 久之 十 90: XxX 之 二 1 540 
5 5 25 25 25 
DX = EX:— (EX)* = 1 540— 30. 8: 二 591 36 
例 3 把 4 个 球 随机 投入 4 个 盒子 中 , 设 久 表示 空 愈 子 的 个 数 , 求 EX 和 DX. 
解 : 和 可 能 的 取 值 为 0,1,2,3, 对 应 的 概率 为 
a 6. = (C08l 38 
P(X =0) 忆 外 = 看 ,P(X=D = 
2 3 2 
P(X=2) = P(X=3)= 南 


于 是 X 的 分 布 律 如 表 23= 3 所 列 ， 
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RE A i 
故 EX 一 0X 和 十 1X 总 2X 和 十 8X 站 一 各 
一 102 6 2 36 2 21 2 二 [129 
EX 08I 儿 于 者 汉 吉 寺 2X 和 全 9 一 
DX = EX SOEX)* = Le 


题 型 190 ” 求 一 维 随机 变量 函数 的 数字 特征 或 逆 问 题 
思路 启迪 : (1) 求 随机 变量 函数 的 期 望 一 般 不 需 先 求 出 随机 变量 函数 的 分 布 ,再 

接 定义 计算 ;而 是 直接 利用 期 望 公式 进行 计算 , 即 

EY= Dg)p 或 EY=| g(x)px(z)dz 
一 这 里 Y=g(X). 和 
(2) 无 论 久 是 离散 型 还 是 连续 型 ,Y= 二 gC(X) 的 方差 用 公式 计算 为 
DY = DLg(X)] = EY? — (EY)Y’ 
(3) 已 知 数字 特征 可 反 求 未 知 参数 ,但 要 注意 分 布 律 或 概率 密度 


Dh 一 ]， | pdr 二 1 


例 4 设 连 续 型 随机 变量 XX 的 概率 密度 为 
ax (Fs 
/lot ZT 4 
0， 其 他 
已 知 EX 一 2,P(1<X<<3) 一 半 , 求 ; 


(1) 常数 a,b,c; 
(2) 随机 变量 了 二 e* 的 数学 期 望 和 方差 . 


-+o0 
解 : (1) 由 分 布 密度 的 性 质 知 | ”7(z)dz 一 1 ,得 
1 三 | ardzt| (ez tb)dr =2a+6c+2b (1) 
又 由 EX 一 2, 得 
2 一 | ar?dz 十 | (er 十 Dzxdz 二 已 a 十 蝇 c 十 66 (2) 
0 2 3 3 
再 由 P(1<X<3) 一 卫 , 得 
3 2 2 3 = 要、 45 
3=|adqzt|,(r tH = 3atDctb (3) 


解 联 立 方程 (1) 一 (3) ,得 a 三 地 = ,三 = 字 
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EY = EY = le Tzedzr 十 |， (~Tz+1l)edz=4(e—1D: 


EY = E(e*) = 上 Tzerdzr+| (r+1)edr= 直 (e'—1) 


、 本 4 le 
所 以 DY = EY — (EY) i6e 1) i6e 1) fe Ce 7 


例 5 假设 公共 汽车 起 点 站 于 每 时 的 10 分 .30 分 .50 分 发 车 , 某 乘客 不 知 发 车 时 间 ,在 每 小 时 
内 任 一 时 刻 到 达 车 站 是 随机 的 , 求 乘客 到 车 站 等 车 时 间 的 数学 期 望 . 

解 : 由 于 乘客 在 每 小 时 内 任 一 时 刻 到 达 车 站 是 随机 的 ,因此 可 认为 乘客 到 达 车 站 的 时 刻 X 在 
L0,60] 中 服从 均匀 分 布 ,于 是 其 概率 密度 为 


1 
/0 -1 0=z&<60 
0, 其 他 
显然 ,乘客 等 候 时 间 工 是 到 达 时 刻 X 的 函数 ,为 
二 天 ER 


30= 关 ;10 三 30 
Y= g(X) 一 A 
50 二 站， 30 过 XX 志 50 


70—X，50 二 XX 之 60 
则 
十 co 
EY= Efg(X)]=| CZ ER 
[1 革 | 30 入 KR 50 了 E> 60 sy I 
本 (10— DD 十 dz 十 | 30 5) 而 dz 十 | (50 2) 而 dz 十 | C70 z "而 da 
2 
3 


23.4 二 维 或 多 维 随机 变量 的 数字 特征 


题 型 191 ” 求 二 维 随机 变量 及 其 函数 的 数字 特征 
思路 启迪 : (1) 二 维 随机 变量 (X,Y) 的 数字 特征 主要 指 EX, EY, DX, DY， 


cov(X,Y) =E[(X—EX) OE) pa ee 二 故 如 果 (X， 


Y) 的 联合 分 布 律 或 分 布 密度 是 已 知 的 ; 则 可 按 相 应 的 公式 求 出 . 
(2) 其 函数 的 数字 特征 主要 是 数学 期 望 . 若 函 数 为 z 二 g(x,y); 则 利 
用 以 下 公式 计算 : 

ECg(X,Y)) = 2 D8 CE WID (POX = iY = %) = ps) 
或 

ECg X,Y) =[ | gsw fez ydrdy (X,Y) 一 zy) 
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常见 情形 如 下 ;: 
二 厂区 三 CR Xs 六 ) 的 概率 密度 为 FTI DY 则 


Ez=| | gCz,y) f(z,y drdy 


= |gcz,». ed dad 


D 


pe 2 
加 车 Z=g(X,Y) 的 概率 密度 为 f(z), 则 EZ 一 RE zf (2) dz 
@ 若 Z=g(X,Y)=h[Lg (X,Y) ,au=g (XD)~f(), 则 
EZ = EAU) = | hl fdu 


(3) 在 求 随机 变量 函数 的 数字 特征 时 ,有 时 利用 数字 特征 的 性 质 更 
简便 . 

© cov(X,Y)=cov(Y,X). 

©@ cov(aX,bY) =abcov(X,Y). 

@ cov(X,Y+Z)=cov(X,Y) cov(X ,2). 

©@ lex |<1, Hlpxr|=1SP{(Y=aX+0)}=1. 

©® pxY 二 0, 称 X,Y 不 相关 . 
xy 一 (0， 

Pov 
© cov(X,Y)=E(XY—EXEY ,pxr= DX /DY 


例 6 已 知 随机 变量 X,Y 的 联合 分 布 律 如 表 23 一 4 所 列 : 
表 23-4 


试 求 :(1) EX,EY,DX,DY;(2) cov(X,Y) ,pxy. 
解 : 由 题 设 可 求 出 头 与 Y 的 边缘 分 布 律 如 表 23 一 5 所 列 . 
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表 23-5 


于 是 
(1) EX= (DX 40X2rx 人 Sy 
8 8 8 


EX’ 《1 各 


DX 二 下 他 一 (KEX7)2 上 号 过 


WN 


| 


同 理 可 得 EY=0,DY= 了 . 


(2) EXY=D ips = (DlD) XE+(—1)X0X 圭 十 
mn 


(一 DDX1X 者 十 0X (一 DX 言 十 0X0X0 十 0X1X 计 十 


1X( 一 DX 音 十 1X0X 音 十 1X1X 计 一 0 


cov(X,Y) = EXY = EXEY = 0 
于 是 pxv 二 0. 
例 7 设 二 维 随 机 变量 (X,Y) 的 概率 密度 为 
人 ) 一 | 0 委 工 乞 1:0 委 yy 委 工 
dn 
试 求 :(1) 常数 c;(2) EX,EY,DX,DY;(3) cov(X,Y) ,pxy: 


解 : (1) 由 概率 密度 的 性 质 可 知 
1== [fc yardy = c| -zdz| ydy 手 | 到 dz = Be 
于 是 c 王 8&， 
(2) EX = [ls “8zydzdy = 8| zidz| ydy = 人 | Xdx = 各 
EX = [jz * 8zydzdy = 8| zdz| yay= | dz 六 


DX = EX2 — (EXY’ = 之 一 ( 千 ) 总 六 
EY =—|.|'y* 8zydzdy — 8| zdz| ydy = 8| zdzr =— 


pr hyo ee 
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DY = EY — (EYY? 4 (8) i 


Ss = 58 
1 rx | 1 到 8 人 4 
一 . 一 2 2 = 5 es 
(3) EXY | Jzy CT sz dz|'y dy =| dz 一 二 
cod = PR 


9 5 二 19 225 


4 
cov(X YD | 7 20 me | 2X66 
33 


人 


例 8 设 (X,Y) 的 概率 分 布 如 表 23 - 6 所 列 . 


表 23-6 


则 cov(X2: ,Y2 ) 一 
分 析 : 由 于 cov(X? ,7Z2) 三 ECX2Y2) 一 EX2EY2 , 则 需求 出 X?,Y? 的 概率 分 布 . 
解 : 由 题 知 ,如 表 23 一 7 所 列 ， 


所 以 EX 二 0. 6,EY?= 二 0.5. 
又 


所 以 EX?*Y? 二 0. 28. 
故 cov(CX2 ,7Y2 ) 王 ECX2Y2) 一 EX2EY2 一 0.28 一 0.6X0. 5 一 一 0.02. 

注 : 车 了 X,Y 均 服从 0-1 分 布 ,m,n 为 正 整 数 , 则 
人 天 二 和 GD = = B= I = 1 
例 9 设 pxy 二 0.9, 若 Z=X 一 0.4, 则 YY 与 Z 的 相关 系数 为 


解 : i COWY SZ) wo X00 
b 2 DD D2 
a cov(Y ,XX = 0. 4) 


VDY » VDX 
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— Cov(Y,X)— cov(Y ,0.4) 
VDY » VDX 
= RA (nwt ,0 DD = BCY— EYYO.4— Dj]=0 
VDY ss VDX 
= pxr = 0..9 
例 10 设 Xi ,X ，…,X,( 二 2) 为 来 自 总 体 N(0,1) 的 简单 随机 样本 ,XX 为 样本 均值 , 记 Y;= 
六 一 入 Cisco 过 


(1) Y; 的 方差 DY; (i 二 1;,2,…,n);(2) Y 与 Y, 的 协 方差 cov(Y1,Y,). 


解 : 由 题 设 , 知 六 | , 义 。，… , 义 , (n 这 2) 相互 独立 ,上 且 都 服从 N(0,1), 所 以 有 
下 Xi 一 0， DX 二 1 (i = 1，2，…y72) 


EX = 0 万 过 三 D(X = 起 D(2X)= 过 


全 全 合作 下 一 cov (Xi, 


419 


bt )= 过 二 cov(Xi,Xi) 一 二 DX 一 十 


(1) DY';= DCX; —X) 


DX, 十 D(X) 一 2cov(X,,X) 
n 


nn n 
(2) cov(Yi,Y,)= cov(Xi CO—X,X,C—X) 


= cov(X1, KX,)— cov(Xi,R)—cov(X,X,) + cov(X,X) 


例 11 设 (X,YD~N(1,2#154, 一 寺 ), 求 El2X—Y|,DI2X—Y|. 
解 : 因为 (X,YD~N (1,2;1 4, 一 言 ); 所 以 


ND YY ~ NEDd) 二 


wy 页 本 


ECQX—Y)=2EX—EY=0 
D(2X—Y)= 4DX + DY— 4cov(X,Y) 


一 4 十 4 一 4ow VDX VDY 三 8 一 4X 人 (全 
因此 ,2X 一 Y~NC0,9) ,U2 一 
于 是 


jxX1xX2=9 


| 


~N(0,1). 


E|2X—Y|=E|3U0|=3E|UI| 


3 La I 6 
| | a —=e i du = | ue 7 du = 
一 V2 V2r® 


D|2xX—Yi=E|2-Y|:—E|2X—Y|yY = ECX-D—, 


= D(C2X—D [ECXK— DF 一 旦 = 人 
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Atomax(U,V) 二 p+ 多 [UV 十 IU 一 V1] 可 得 


ELmax(Xs YI = p+ SLEUVUHEVFEIU=V] 
由 于 U~N(0,1),V 一 N(0,1), 且 U,V 相互 独立 ,所 以 U 一 V 一 NGC0,2) ,从 而 


Se 一 *2 下 7 
E|U—V|= Ns = te 和 
» Ce 2 
所 以 ELmax(X,Y)] 一 上 十 号 [oot = 对 时 


题 型 192 ”有 关 数 字 特 征 与 独立 性 及 相关 性 的 关系 的 命题 
思路 启迪 : (1) X 与 了 独立 之 pr 三 0, 即 X 与 Y 不 相关 ;但 不 相关 ,不 一 定 独立 . 
(2) 若 ( 六 ,了 服从 二 维 正 态 分 布 ; 则 六 与 独立 SX 与 了 不 相关 . 
(3) cov(X,Y) = 0 pr =0" (DX > 0,DY > 0) 
SE(XY) = EXEY 
SD(X+Y = DX +DY 


例 13 设 随 机 变量 六 和 YY 独立 且 同 分 布 ,具有 方差 二 0, 则 随机 变量 U= 二 X 十 Y 和 
VE 二 VC “入 
(A) 独立 (B) 不 独立 (C) 相关 (D) 不 相关 
解 : 从 计算 UU=XX 十 Y 和 V= 久 一 Y 的 协 方差 和 人手 . 由 于 
cov(UsV)= cov(X 十 Y,X 一 Y) 
= cov(X,X) 一 cov(X,Y) 十 cov(Y,X) 一 cov(Y,Y) 
= DX SDY=0 
且 DX 二 DY=# 这 0; 所 以 pwr 二 0, 从 而 U 和 VV 不 相关 , 故 选 (D). 
例 14 设 随 机 变量 XX 和 Y 在 D={(z;y)|z’ 十 yy 二 R?)} 上 服从 均匀 分 布 , 试 问 : 
(1) 了 X 和 YY 是 否 独 立 ? (2) XX 和 YY 是 否 相 关 ? 
解 : (1) 由 题 设 可 知 (X, 耻 的 概率 密度 为 


flz » -| (zw :I ED 
0， ”其 他 
于 是 易 得 两 个 边缘 密度 为 
on ‘21 Rs | R 
fx(z) =| f(z,wdy -| 下 /RSW zl 元 
0 其 他 
2 
十 co 2 R: 二 R 
fr = | flr)ar = -RVR 1y | 去 
0， 其 他 
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故 有 f(zyy) 关 fx(z) fy G3 好 8 和 YY 不 独立 ;了 入 , | 本 
(2) 由 6G1) 可 知 


+ R 
EX = | 一 zxcodz 三 8 Rr VR —z drt=0 
feo R 
好 =| rdy=| yi VERYdy -0 
十 coc『 十 co 
EXY = [Cay ddy =| 莹 teu = 
b 


所 以 cov(X,Y)= 二 EXY 一 EXEY==0, 且 易 知 DX 二 0,DY>>0, 故 pxy 二 0; 即 六 和 Y 不 
相关 
注 : 从 本 例 可 以 看 出 ,两 个 不 相关 的 随机 变量 可 以 不 独立 ,但 独立 一 定 不 相关 . 
10;, Yk 
例 15 设 随机 变量 Y 服 从 参数 为 4 二 1 的 泊 松 分 布 ,随机 变量 X=( yp 01). 
试 求 , (1)X, 入, 的 联合 分 布 律 ;(2) ECX。 一 X,);(3) X。 和 X, 是 否 相 关 ? 
解 : (1) PXo = 0,R =:0) =PY YD PY = 0 
PX EE LR =.0= RY SOP ee 
有 P(X = = = PY SY>D'=0 
PlXo sl XA = 1 VAD PO Sy 
=-1— P(Y=0)—P(Y=1)=1—2e) 
所 以 , 和 X 的 联合 分 布 律 如 表 23 - 8 所 列 . 


表 23-9 


所 以 ECX 一 1) 二 EC(Xo)—E(X)—Te 0 20 )=—e0> 

(3) 因为 

cov(Xo, XK1) = EC(XoXi)— EXoEX, =1—2e'—( el—2e)=e'—2e’ 
所 以 X。 和 XX! 相关 . | 
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题 型 193 ”利用 0-1 分布 求 多 维 随机 变量 的 数字 特征 


思路 启迪 : 求解 程序 如 下 : 

C1) 分 析 欲 求解 的 随机 变量 羡 是 否 可 看 成 若干 随机 变量 XX; 的 和 ,而 

X; 服从 0=- 工 分 布 ; 

(2) 引入 新 随机 变量 Xi, 有 

和 = 第 i 事件 发 生 
| > 0， 第 i 事件 不 发 生 
(3) 求 出 ECX;) ,DCOX;); 
(4) 再 分 析 Xi 与 XX 是否 独立 ,然后 根据 相应 公式 求 出 EC(X),D(X). 
hr = Ds PSS=1— polll ECX ) = PDX 


EX = 2 ECK:) 
Xs KX; 
DX = D(DX) D(X) 


处 ;，; 义 / 不 相互 立 
ee D(DX) 


DI DX) +2 2 cov (Xi, X,) 

i i 
例 16 一 民航 大 巴 载 有 50 位 乘客 从 机 场 开 出 ,乘客 有 10 个 车 站 可 以 下 车 ,如 到 达 一 车 站 没 
有 人 下 车 就 不 停车 ,以 X 表示 停车 的 次 数 , 求 EX 和 DX. ( 设 每 位 乘客 在 各 个 车 站 下 车 是 等 可 
能 的 ,并 且 各 乘客 是 否 下 车 相互 独立 ) 
分 析 : 停车 次 数 X 可 看 作 X,;(i 一 1,2,…,10) 的 和 ,X; 服从 0- 1 分布, 因此 该 题 可 用 0- 1 分 


布 法 求解. 
解 : 引入 随机 变量 
_ Jo， 在 第 i 站 没入 F 奈 ， ，。 
x = (1 在 第 i 站 有 人 下 车 (7 = 325 ,10) 
则 X 王 Se 


由 题 意 , 任 一 乘客 在 第 ; 站 不 下 车 的 概率 为 苹 , 因 此 50 位 乘客 均 不 在 第 i 站 下 车 的 概率 
为 (二) ,在 第 ;站 有 人 下 车 的 概率 为 1 一 ( 蕊 ) , 即 
PX; 一 0 一 (二 ，PCG 一 D=1 一 ( 马 ) 
于 是 EX 一 1 一 ( 世 ) DX, 一 ( 药 ) [一 ( 芍 ) ] 雪 
EX 一 PEx. =10x[1 一 (名) ] 
因为 X;,X;(i 隆 站 相互 独立 ,所 以 
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px = 2px, 一 10x (名 ) x 上 [一 ( 间 ) ] 
例 17 设 及 把 看 上 去 样子 相同 的 钥匙 ,其 中 只 有 二 把 能 打开 锁 , 用 它们 深 一 去 试 开锁 , 铺 娜 


一 把 是 等 可 能 的 , 且 每 次 开锁 是 相互 独立 的 ,每 把 钥匙 试 开 一 次 后 拿 走 ， 记 X 表示 打开 锁 时 
已 经 试 开 过 锁 的 次 数 , 求 EX. 


解 : 引入 随机 变量 
_ /0， 前 GG 一 DD 次 到 的 钥匙 中 有 能 打开 锁 的 。 ，_ ，.，，， 
”11， 前 G 一 1) 次 取 的 钥匙 中 没有 能 打开 锁 的 pu 
则 
Xi = EX S15 和 X; ~ (0,1) 分 布 (2 = 2 
所 以 EX= EX + Ee tS 
i=2 i=2 


而 P(X,=D= PO We A 
= P(A | A Az Ai 2)P(Ais | A1 As** A; s)°*… PCAs | Ai)POA) 


Ae a eh es /sh rd Kn | 
nN 让 2 ni n n 


EX= EX + DEX, 和 = tt} 


一 1 十 二 [Oo 一 D 十 (一 2 十 … 十 2 十 本 三 于 二 
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1. 切 比 雪夫 不 等 式 
设 EX 二 ,DX=0 均 存 在 ; 则 对 任意 ce 二 0, 有 
P(X—EX|>e} < 或 P(| XEX|<e) 之 1 一 侣 
2. 大 数 定律 
(1) 依 概率 收敛 


设 万 Za ,2 为 一 随机 变量 列 ,a 为 一 常数 ,如 果 对 任意 给 定 的 sy>0;, 有 
limP{| Zal<e}=1 


则 称 Z ,Z,，…,Z,，… 依 概率 收 全 于 4, 记 作 , 一 >a. 

(2) 切 比 雪夫 大 数 定 律 

设 买 ,XXX 相互 独立 ,EX 一 后 ,DX 三 中 均 存 在 , 且 of 寺 M, 则 

二 > Xi 全- 1 EX 

即 对 任意 给 定 的 e>0, 有 limP | | -Bex |<e)= 1 

(3) 伯 努 利 大 数 定律 

设 二 P(A) 是 “事件 A 在 一 次 试验 中 出 现 ” 的 概率 , f,(A) 是 n 次 独立 重复 试验 ( 伯 努 利 
试验 ) 中 事件 A 出 现 的 频率 , 则 f(A) 依 概率 收敛 于 p= 二 P(A), 即 对 任意 给 定 的 e 宝 0, 有 
limP{ |.CA)—pl<e}=1. 
注 : 伯 努 利 大 数 定律 是 频率 稳定 性 的 数学 定理 ,直观 上 表示 当 充分 大 时 ,有 

P{f,(A) ep} 过 1 
(4) 辛 钦 大 数 定 律 
设 XI ,Xs ，…,X, 相互 独立 目 同 分布 , 且 EX; 王 上 存在 , 则 


LS 了 了 TS 二 
pp n EX 一 
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24.2 中 心 极限 定理 
1. 林 德 伯 格 - 莱 维 定理 
设 X! ;Xs 人 ,…* 相 互 独 立 且 同 分 布 , 且 EX; = DX; 一 存在 , 则 当 n>co 时 ,有 
Vnoe 


>)Xi; 一 NOwyza2) 或 ~ N(0,1) GO 一 co) 
一] 


2. 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 
车 加 一 Bns 力 ) , 则 
二 十 十 … 十 X ,EX = p， ,DX; = pl(l -ip) 


Sm = DR Nnmp el pm) ~ NOl) (n>o0) 
i=] 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 


题 型 194 ”估算 随机 事件 的 概率 


思路 启迪 ; 方法 1 利用 切 比 雪夫 不 等 式 , 解 题 程序 如 下 ; 
(1) 依据 题 意 选择 随机 变量 和, 求 出 EX,DX; 
(2) 将 Pfa 二 六 过 0)} 化 为 P{|1X 一 EX 一 e} 或 P{|X 一 EX| 之 e}; 
(3) 由 切 比 雪夫 不 等 式 作出 了 (a<X<<2)} 的 估计 . 
方法 2 ”利用 中 心 极限 定理 , 解 题 程序 如 下 : 
(1) 判别 随机 变量 (序列 ) 是 属于 伯 努 利 分 布 ,还 是 独立 同 分 布 , 并 求 。 
出 数学 期 望 EX 二 ,方差 DX; 
(2) 标准 化 随机 变量 


一 名 二 雄一 ， X; 服从 伯 努 利 分 布 


3 VnplI—p) 
Ca 其 
DX | OX ee 
一 ，， 和 服从 狼 立 同 分 布 
na 
(3) 由 中 心 极限 定理 得 PU sz) ~ 让-e 由 一 hx) 
常用 形式 : i 
pe 
i 


P{lm I< 2 


-nt 
Vnp(l— p) 
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例 1 设 随机 变量 X 的 数学 期 望 EX==y, 方 差 DX 一 到, 则 由 切 比 雪夫 不 等 式 , 有 P{|X 一 jy| 宇 
3o) 委 


解 : 令 e 一 3, 则 由 切 比 雪夫 不 等 式 P{|X 一 p| >ej< 全 ,有 


P{IX—g [> < 三 二 

例 2 设 总 体 X 的 概率 密度 为 

ro = | lla 1 

0， ”其 他 
3 ,和 ，,…, Xi 为 取 自 六 的 一 个 简单 随机 样本 , 则 P{|| 之 0.02) 二 “其 中 叉 二 二 XX 
i=l 
解 : i 02} 
上 中 > 款 之 se 
VD 


vy 起 Ni 5 ” WR 
DR 有 2X)= 直 DX = 二 x50x| zr=X50X 去 二 南 


dos 1 0D -oa 


例 3 设 随 机 变量 X 的 概率 密度 为 
3 x 
= 人 ; 不 完 0 
0， Er < [0 
其 中 丸 为 正 整数 , 试 证 : P(0 二 X 二 2 十 ])) 宇 一 一 je 


证 : 随机 变量 X 的 期 望 和 方差 为 
EE 区 := fe zrdz = 和 = 汉人 二 Xn 十 1 


EX? 一 Ez ee 


DX = EX — (EX)’ = (n+ Dn+2)— (n+l1) =n+t1 
故 由 切 比 雪夫 不 等 式 , 得 
1 


呈 a 
P(0 云 和 二 262 十 1)) = PO X—n+1) | 二 n+ 二) 宇 1 Ct 


例 4 设 入 ,XX ，,…, 义 ,,… 为 独立 辐 分 布 的 随机 变量 列 , 且 均 服从 参数 为 + 二 1) 的 指数 分 
布 , 记 B(z) 为 标准 正 态 分 布 函 数 , 则 ( ). 
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DX et 总 到 一 7 
(CAD PP 2 起 议 信 = oD) (CEB HPYeEL A D(z) 
A 9 VOL 
A X; -HH 和. 站 > = 
(C) limPs .i < D(z) (D) lim Ps i=1 去 工 一 BX) 
Vn En VIA 


解 : 由 题 设 ,Xi ,Xz,… ,XX,，,… 独 立 同 服 从 参数 为 X44 二 1) 的 指数 分 布 , 知 


ct ee Ny 
EX; 9 DX:; Fe (人 人 ?729 ) 


于 是 


E(2X)= ;和 D(Xi) 二 阁 
由 中 心 极限 定理 知 , 当 n->oo 时 ,随机 变量 


Dp AZ 和 一 天 


故 应 选 (C). 
例 5 某 厂 生产 的 玻璃 杯 的 合格 率 为 0. 8, 每 箱 中 装 有 5 只 玻璃 杯 , 检 验 员 从 每 箱 中 任 取 2 个 
玻璃 杯 进行 检验 , 仅 当 它们 都 合格 时 , 才 认 为 这 一 箱 合格 可 出 三. 现 有 100 箱 这 样 的 玻璃 杯 ， 
用 中 心 极限 定理 计算 至 少 有 71 箱 可 出 厂 的 概率 .〈G(0. 6) 一 0, 725 7) 
解 : 记 X 为 这 100 箱 玻 璃 杯 可 出 厂 的 箱 数 , 则 XX~B(100,p). 其 中 p 为 任 取 一 箱 可 出 厂 的 概 
率 , 显 然 p= 二 (0. 8)* 二 0. 64, 于 是 由 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 可 得 
P(X=71)=1—P(O<XSTO) 


0 0—100xXp od 
r( VIiO0OXpX(—p) ~ VIiO0XpXATp VI00XpXA—Dp) ) 
文 一 160 莹 
a 
9 P( Do ) 


21—[B(0.6)—&(—13.33)|] = 0.2743 
例 6 计算 机 做 加 法 时 , 先 对 加 数 取 整 ( 取 最 靠近 该 数 的 整数 ) , 设 所 有 的 取 整 误差 是 相互 独立 
的 随机 变量 , 且 都 在 区 间 [ 一 0. 5,0.5] 上 服从 均匀 分 布 , 求 300 个 数 相 加 时 误差 综合 的 绝对 值 
小 于 10 的 概率 . (®(2) 二 0. 977 2) 
解 : 记 X; 为 第 i 个 数 的 取 整 误差 , 则 X;~U[ 一 0.5,0.5](i 二 1,2,…,300), 于 是 


ee a 
EX: = 0, DX: 二 


又 久 ! ,Xs，…,，Xswm 相 互 独立 , 则 由 独立 同 分 布 的 林 德 伯 格 - 莱 维 定理 有 
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300 300 300 
P{|2x|<10)sP{-10< DX<10)=P{-10< BX) 
i=1 i=] i=1 


300 
之 和 一 300X0 
一 10 一 一 0 < 各- ，” ”< 二 300X0 


|/ A | ul ~ < 
300 闵 十 300 Xi6 300X 南 


Sx E00X6 
Pl 一 2 二 -一 一 一 一 <? 


1 
300 义 10 


~ $2) 一 下 (一 2) 一 28(2) 一 1 一 0.954 4 

例 7 某 种 电器 元 件 的 寿命 (单位 :小 时 ) 服 从 数学 期 望 为 .100( 小 时 ) 的 指数 分 布 , 现 随机 取 
16 只 , 设 它们 的 寿命 是 相互 独立 的 , 求 这 16 只 元 件 的 寿命 总 和 大 于 1 920 小 时 的 概率 . (@(0. 8) 一 
0. 788 1) 

解 : 以 X;(i 二 1,2,…,16) 表 示 第 i 只 电 融 元 件 的 寿命 , 则 由 条 件 知 它们 独立 同 分 布 , 且 


x ~P( 太 )， FX; = 100, Dx, = 100: 
Xl ,XX; ;"…，Xis 相 互 独立 ,于 是 ， A 
15 
P{ 2 区 之 1920| 一 1 一 (0< Px< 1 920} 


16 
2 Xi—16 X100 
=1—PI.0=16X100 -£1920-160109 


MIi6X100, ~ WI16xX100 MI6 X 1007 


16 
| DX;—16X100 
一 1 一 天 一 4 过 二 一 一 一 一 入 0.8 
A 


1—[®0.8)—@(—4)]= 0.2119 

例 8 一 保险 公司 有 10 000 人 投保 ,每 人 每 年 付 12 元 保险 费 : 已 知 一 年 内 投保 人 死亡 率 为 
0. 006, 如 死亡 ,公司 付 给 死者 家 属 1 000 元 : 求 : 

GT) 保险 公司 年 利润 为 0 的 概率 ; 

(2) 保险 公司 年 利润 不 少 于 60 000 的 概率 . 
解 : 设 X 为 投保 10 000 人 中 一 年 内 死亡 的 人 数 ; 则 X~B(10 000,0. 006), 且 

EX = 10 000 X 0.006 = 60， DX = 10 000 Xx 0:006 X (1—=0.006) = 59. 64 
Q)7 设 保险 公司 的 利润 为 Y; 则 
Y=10 000X 12—1000X= 0=>X= 120 


由 泊 松 定理 得 
O20 
pe 6 650 2 
P{X = 120} = Te 0 
(2) P{Y 60 000}= P{10 000X 12—1 000X > 60 000)} 


= P{0<XQ60) 
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=p| O08 R60 ea 
59.64 Vo.64 ~ /59.64 


题 型 195 ”与 大 数 定律 有 关 的 命题 。 
思路 启迪 ; 熟悉 三 个 大 数 定律 的 条 件 和 结论 


例 9 设 随 机 变量 Xl .a 有 ，,"… 独 立 同 分 布 ; 且 它 不 服从 辛 钦 大 数 定律 , 则 ( 里 

(A) Xi 服从 参数 为 1 的 泊 松 分 布 (B) X; 服从 同一 离散 型 分 布 

(C) Xi 服从 标准 正 态 分 布 N (0,1) (D) X; 在 区 间 (0,1) 上 服从 均匀 分 布 
解 : 根据 辛 钦 大 数 定律 的 条 件 和 结论 ,Xi , X: ,…,XX,,… 独 立 同 分 布 且 数 学 期 望 存在 ,而 离散 
型 随机 变量 未 必 有 数学 期 望 , 故 应 选 (B). 
例 10 假设 随机 变量 列 Xi ,X; ,… ,XX, “相互 独立 且 服 从 参数 为 A 的 泊 松 分 布 , 则 下 面 的 随 
机 变量 序列 中 不 满足 切 比 雪夫 大 数 定律 条 件 的 是 ( ). 

CAY Ry Ro (BY XI 十 1,X2 十 2，…,X, 十 2 


1 


Cedi a (D) X, ,加 


解 : 切 比 雪夫 大 数 定律 的 条 件 有 三 个 
第 一 个 条 件 要 求 构 成 随机 变量 序列 的 各 随机 变量 是 相互 独立 的 ,显然 四 个 备 选项 均 符 合 
条 件 . 
第 二 个 条 件 要 求 各 随机 变量 的 期 望 与 方差 都 存在 ,因为 
35 EV. E(X, +n) =4+n,DCX, 7) = 4 
EnX,) = 以,D(nX,) = A E(BX,)= 生 ,D(3X,)= 仿 
则 四 个 备 选项 均 符合 条 件 . 
第 三 个 条 件 是 方差 DXi;DXs)… ,DX,;… 有 公共 上 界 , 即 DX,<c'c 是 与 2 无 关 的 常数 ， 
则 对 于 (A), DX, 二 4<24 十 1; 对 于 (B) ,DGCX 十) 二 4 过 4 十 1; 对 于 (C) ,DnX; 十 n) = 二 we 无 公 


共 上 界 ; 对 于 (D) ,D(X, )— Ba+i 
综 上 分 析 , 只 有 (C) 中 方差 不 满足 方差 一 致 有 界 的 条 件 , 故 选 (C). 


题 型 196 ”试验 次 数 n 的 确定 


思路 启迪 : 一 般 利 用 中 心 极限 定理 求解 n. 解 是 程序 如 下 
(1) 随机 变量 的 不 等 式 关系 为 ” 二 
EX 二 六 一 EX nn—EX 
VE DR 


0 a (a<x<n=P| DX ~ Bx ~ VX. 


Be WS 
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EX 
(3) 查 正 态 分 布 表 , 解 不 等 式 , 得 出 元 值 , 


例 11 一 个 复杂 系统 由 100 个 相互 独立 的 元 件 组 成 ,在 系统 运行 期 间 , 每 个 元 件 损坏 的 概率 
均 为 0. 1. 又 知 为 使 系统 正常 运行 ,至 少 需 要 85 个 元 件 工作 . 求 : 

(1) 系统 的 可 靠 度 ( 即 正常 运行 的 概率 ); 

(2) 上 述 系 统 假 如 由 nn 个 相互 独立 的 元 件 组 成 ,而 且 又 要 求 至 少 有 80% 的 元 件 工作 才能 
使 整个 系统 正常 运行 , 问 xn 至 少 为 多 大 时 ,才能 保证 系统 的 可 靠 度 为 0. 95? 
解 : (1) 设 

如 bs 第 i 个 元 件 没有 损坏 
0， 第 i 个 元 件 损坏 


X 为 系统 正常 运行 时 完好 的 元 件 个 数 ， 则 X 一 ZXX， Xi 服从 0- 1 分 布 , 且 


100 
X= >7X; 一 了 (100,0.9) 
读 : 


于 是 EX= 100X0.9=90, DX =100X0.9X0.1=9 
故 所 求 概 率 为 
P{X>85}=1—P{X= 85) = Wo 


= 人 Sm ~1—g(-3)=0. 952 


(2) 如 (1T) 所 设 , 则 和 二 >) Xi ~ Bln,0,9). 于 是 
i=1 
EX=nX0.9=0.9n, DX =nX0.9X0.1=0.09n 
所 以 P{X 宕 0.8n}= 1— P{X =< 0.8n)} 
i 
0.3Vn 0.3Vn 


XC—0. 9 Vn 
| 0. 3Vn 对 


| 


ip| 


查 so( 妈 )=0. 95>2=1. 65, 则 7 一 24.5, 故 取 7 一 25. 


例 12 假设 某 单位 交换 台 有 nn 部 分 机 ,k 条 外 线 , 每 部 分 机 呼叫 外 线 的 概率 为 p. 

(1) 设 n 二 200,k 二 30,p 二 0.12， 试 求 每 部 分 机 呼叫 外 线 时 都 能 及 时 得 到 满足 的 概 
率 1 一 a。 

(2) 设 n= 二 200,p 二 0. 12, 问 为 使 每 部 分 机 呼叫 外 线 时 都 能 及 时 得 到 满足 的 概率 1 一 a 二 
95% ,至 少 需要 设置 多 少 条 外 线 ? 

(3) 设 k=30,p 二 0. 12; 间 为 使 每 部 分 机 呼叫 外 线 时 都 能 及 时 得 到 满足 的 概率 1 一 a 宇 
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95% ,最 多 可 以 容纳 多 少 部 分 机 ? 
解 : 设 为 ?部 分 机 同时 呼叫 外 线 的 分 机 数 , 为 外 线条 数 ; 则 vw 一 Bn,p)， 当 nn 充分 大 时 ， 
根据 棣 莫 弗 - 拉 普 拉 斯 定理 ; 则 
Vv 一 区 
7 
(1) n= 二 200,k= 二 30,p= 二 0. 12, 于 是 

np = 200X0.12 =24, np(l— py — 200X 0.12X (1—0.12) = 21.12 

所 以 每 部 分 机 呼叫 外 线 时 能 及 时 得 到 满足 的 概率 


二 =P| 


wh — np 二 30—np 
Vnp(l—p) ~ Vnpl—p) 
mm—24 30—24 | 
a 
~ o( 和 )= 51L.31 ~ 0.904 9 
(2) n 二 200, p= 二 0. 12,k 表示 至 少 需 要 设置 的 外 线条 数 , 于 是 
np = 200 X0.12= 24, np(1—p) = 200X0.12X(1—0:12)=21, 场 
所 以 每 部 分 机 呼叫 外 线 时 能 及 时 得 到 满足 的 概率 


1—a= P{v, <k} = P| 


-| 


vn — np 二 k—np | 
Vnp(li—p) ~ Vnpl(l—p) 


=P| vn — 24 到 AR 一 24 |= (到 


Ey DT )=°. 的 
天 2 
三 1 644 9 之 之 31. 56, 即 至 少 32 条 外 线 . 
故 有 之 hp 至少 需 要 设置 32 条 外 线 


(3) & 二 30,p 二 0. 12, 于 是 
np =nX0.12=0.12n, np(l—p)=nX0.12xX(1—0.12)= 0.105 6n 
所 以 每 部 分 机 呼叫 外 线 时 能 及 时 得 到 满足 的 概率 


=A ~ p1 oR 
1—a= Pi{w, < 30} P| np(1—#p) 和 0. 105 6n 
30 一 0. 12n 
人 一 = 之 局 
o( V0. 105 6n )=° > 


30=0.12%n 到 ee 
1 644 9， 一 元 二 0. 014 4n? 一 7. 485 7n 十 900 二 0, 解 之 
所 以 TD 由 此 得 一 元 二 次 方程 n n 解 之 得 


nn 二 188.7972， ns 二 3 310 431 ( 增 根 ) 
故 最 多 可 以 容纳 188 部 分 机 . 
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25. 1,， 常 用 统计 量 


设 Xi > 为 取 自 总 体 X 的 样本 ， 
a) 样本 均值 :二 二》 Xi 


(2) 样本 方差 ,S? 一 -2 
(3) 样本 标准 差 :S 二 VS ; 
(4) 样本 太 阶 矩 :A， = 鞋 21 邓 ， 


WO 样本 阶 中 心 矩 :了 ee ne.¢ —)*; 
i=1 


(6) 次 序 统计 量 : 设 样本 (Xi;,X;,…,X, ) 的 观测 值 为 (xi;xzz，…,z,)，, 现 将 观测 值 按 由 小 
到 大 的 顺序 重新 排列 得 到 ZW EZ SRT ; 记 取 值 为 Xk) 的 样本 分 量 为 Xiw ; 则 称 Xo)， 
X02) 9 六 0 为 样本 (Xl ,以 ，"…, 义 , ) 的 次 序 统计 量 . 
注 : 统计 量 为 不 含 任何 参数 的 样本 函数 . 


25.2 三 个 常见 的 抽样 分 布 : x 分布 \t 分 布 和 下 分 布 


1. 刀 分 布 
设 及 ,…,X, 相互 独立 , 且 筷 一 NC0,1D5 则 伦 三 党 X2X (nn). 
了 如一] 二 
如 n 
41》 概率 密度 ; p(z) 二 4 22T( 恕 ) 


(2) 图 像 见 图 25 一 1. 对 于 给 定 的 a(0<a<1), 称 满足 
条 件 


9 十 c= 
P(x > (WD)} = jf Wey = 


的 点 好 CD 为 磁 0D 分 布 的 上 w 分 位 点 . 
(3) 性 质 : 


@ 设 XX 一 X00), 则 EX =n,DX 三 27; 
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加 设 疆 Co) 17~X (7), 且 &,n 相 互 独立 ; 则 十 x? Cm). 
2. tf 分 布 
设 X~N(0,1D, 了 ~X (mn), 且 六 ,了 相互 独立 , 则 


2 


并 


"2 
(1) 概率 密度 : p(z) 一 (1+ 委 ) 《2<z< 症 oo). 图 像 见 图 25-2. 
VaxT( 怠 ) E 


(2) 对 于 给 定 的 a(0 二 a 二 1) , 称 满足 条 件 
P{i>t(n)} = | rcod =@ 


的 点 支 (为 上 分布 的 上 ac 分 位 点 . 
(3) 性 质 : 


gd 设 : 一 :2, 则 Et=0,Di—- ,n>2; 


四 limg(zx) 和 
二 开 


V2r 
3. 五 分 布 
设 XX 一 六 GAn),Y 一 六 (n), 且 了 义 , 了 相互 独立 ; 则 
Ee 
F= ~ Flm,n) 
nl 


(1) 概率 密度 y(y) 的 图 像 见 图 25 一 3. 
(2) 对 于 给 定 的 a(0 二 a 过 1) , 称 满足 条 件 


十 ce 

P{F > F. (m,n)} -=| 
的 点 下 (zi y722 ) 为 Fm ,nn2) 分 布 的 上 4a 分 位 点 . 
(3) 性 质 : 设 E~Flms), 则 记 ~Flnsm). | 


,以 ?7dy 一 wa 


P(x) 


0 ta(n) < 0 Fa(Yii,m) > 


图 25-2 图 25-3 
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25.3 正 态 总 体 条 件 下 样本 均值 和 样本 方差 的 分 布 


1. 单个 正 态 总 体 
设 总 体 X 一 NGC) ss Kn 为 取 自 X 的 样本 , 则 


元 二 工区 二 
= Ss’ Le. > 


i=1 


QD) X~N(prJo’ ) 或 ~NC0,1); 


村 
(2) 全 人 一 人 (nm 一 Di 
.大 
Si : 2 Te 2 
(9) 导 一 一 > ~ nl. 


2. 两 个 正 态 总 体 
设 XX ，… ,XX ;Y1，…，Y, 是 分 别 来 自 正 态 总 体 Ndu ,2) ,NGeo2) 的 简单 随机 样本 , 且 


相互 独立 , 记 


I ER TY AS 
Ss i RO mp 作 和 Y) 


i=1 


2 _ (m—l)SY+ (ns— 1)SY 
Sw = Nn 712 一 2 
则 
SY : 
(1) se ~ Fm—1,n— 1D); 
Y 


Cs 2 
(2) ny = ~ Xm 二 nz —2); 


oO 


= = aa 
(3) -DP — =p) Da ”Ns 
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25.4 数理 统计 中 的 重要 结论 


数理 统计 中 的 重要 结论 包括 : 

(1) 统计 量 是 随机 变量 ,本 身 不 含 总 体 分 布 中 的 未 知 参数 ,但 它 的 分 布 可 能 含 总 体 分 布 中 
的 未 知 参 数 . 

(2) 样本 (XI ，…*， 义 ,) 取 自 总 体 .8 即 表示 X,(i1=1 ;2，"…,n) 相 互 独立 目 与 X 同 分 布 . 

(3) 样本 (Xi ，…， 义 ,) 的 联合 分 布 . 

若 总 体 X 为 一 个 连续 型 随机 变量 ,密度 函数 为 fx(z), 则 样本 (Xl,… ,XX, ) 的 联合 密度 为 

f(x 32 = IT fxcz) 

车 总 体 久 为 一 个 离散 型 随机 变量 ,分 布 律 为 P(X 二 zx) 二 pi (i 二 1,2,…,n), 则 样本 

(Xi1,…,X,) 的 联合 分 布 律 为 
f(x 2 yd Ty = I[Pex = i) 


(4) 样本 的 数字 特征 . 
无 论 总 体 六 服从 什么 分 布 ,只 要 有 (Xi,…,X,) 来 自 叉 ,上 且 
EX=y, DX=0 
则 


gY, EX=p, DX=S3 


加 RB9 一 oES* 二 177, 其 中 6" 宕 入 了 \(X, 二 有 
nn 1 这 1 


25.5 参数 估计 的 重要 结论 
参数 估计 的 重要 结论 包括 : 
(1) 及 ,S? 是 EX,DX 的 无 偏 、 一 致 估计 量 ,EX 二 EX,ES’ 二 DX; 
Ci i (X; 一 X)? 是 DX 的 最 大 似 然 估 计量 ; 
(3) 样本 的 任意 k 阶 原点 矩 均 是 对 应 的 总 体 & 阶 原点 和 矩 的 一 致 佑 计量; 
(4) 车 6 为 9 的 无 偏 估计 , 且 D6->0(n->co), 则 6 为 9 的 一 致 估计 ; 
(5) 车 6 为 9 的 矩 估计 ;g(Cz) 为 连续 函数 , 则 g(9) 为 g(9) 的 矩 估计 ; 
(6) 车 0 为 9 的 最 大 似 然 估 计 ,g(z) 为 单调 函数 , 则 g(0) 为 g(0) 的 最 大 似 然 估计 . 


25.6 假设 检验 的 重要 结论 


.单个 正 态 总 体 (显著 性 水 平 为 w) 
ne (Xi1，…,X,) 为 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 ,及 是 样本 均值 ,S* 是 样本 
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方差 . 
(1) 正 态 总 体 均值 的 检验 如 表 25 一 1 所 列 . 
表 25-1 


Ee HE 


(2) 正 态 总 体 方差 的 检验 如 表 25 = 2 所 列 . 
表 25-2 


2. 两 个 正 态 总 体 (显著 性 水 平 为 a) 

设 X~NOa ,0 ) 一 NG ,02). (Xi ay 人 Yi ，"…, 了 ;) 为 来 自 总 体 X 和 于 的 简单 随 
机 样本 ,X,Y 是 样本 均值 ,Si ,Ss 是 样本 方差 ,Sa 是 联合 样本 方差 = 

GD) 两 个 正 态 总 体 均 值 差 的 检验 如 表 25 一 3 所 列 . 
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U 一 一 一 一 笃 - 一 N(C0,1) 


V2 pe 


下 一 人 8 | pi —p2<6 
帮 一 到 一 o2 未 知 


(2) 两 个 正 态 总 体 方差 比 的 检验 如 表 25 -4 所 列 ， 
表 25-4 


FSF, (m—1,n—1) 


FSP (mm—1sn—1) 


3. 两 类 错误 

(1) 第 一 类 错误 : Ho 本 来 是 正确 的 ,由 于 样本 的 随机 性 ,样本 观察 值 落 入 拒绝 域 而 做 出 
了 拒绝 HH, 的 选择 , 即 a 二 P( 拒 绝 HH, | Ho 为 真 ). 

(2) 第 二 类 错误 : Ho 本 来 不 是 正确 的 ,由 于 样本 的 随机 性 ,样本 观察 值 落 入 接受 域 而 做 
出 了 接受 Ho 的 选择 , 即 8 一 P( 接 受 Ho | Ho 为 假 ). 


@ 核心 题 型 及 思路 启迪 


25.7 统计 量 的 基本 概念 


题 型 197 ” 求 统计 量 的 分 布 及 概率 


思路 启迪 : (1) 应 熟悉 三 种 重要 抽样 分 布 :Xx? 分 布 .分 布 和 下 分 布 所 对 应 的 随 
机 变量 的 结构 和 正 态 总 体 的 抽样 分 布 ,对 分 布 注 意 样本 的 独立 性 
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(2)- 求 概率 时 ， 先 将 统计 量 转 化 为 可 以 查 表 的 形式 ， 即 标准 正 态 分 
布 .x 分 布 ,t 分 布 和 下 分布 ,然后 查 表 求 解 . 
例 1 设 玉 和 S? 分 别 为 来 自 正 态 总 体 N(0,e) 的 样本 均值 和 样本 方差 ,样本 容量 为 n, 则 
2 服从 分布. 
解 : X~N(o, 牙 , 则 全 一 NGo,D， 所 以 
流 页 
一 x2 (n 一 1); 于 是 由 下 分 布 的 定义 可 得 


xX - 
和 Vn 
nt 


a 1 
S (hu— DS 
o 


bE 


(2 一 1)S? 
区 个 


Q 


~ F(l,n—1) 


n——} 
例 2 设 XI ,XIs 人 No2) 的 简单 随机 样本 , 记 
ee 区 一 寺 66 十 和 十 2 


可 
了 总 St 7 iD) 

S: -3 a 
证 明 :Z~t(2). 
证 : 由 题 设 可 知 ;Yi ,Yi 都 服从 正 态 分 布 , 且 相 互 独立 ,所 以 了 一 Ys 也 服从 正 态 分 布 . 

因为 EC(YT— Ys) = EY — EY = = A="0 
ep = wy Bo + 寺 o ee pa 

所 以 YY _ V0 —Y) 一 N(C0,1) 


1 o 
EE 
此 外 ,33~x*(2) ,并且 由 六 与 S* 和 了 与 5 都 是 相互 独立 可 知 ,Yi 一 Y 与 5 相互 独 


立 , 从 而 由 一 于) 与 2 泡 相 百 独 立 , 拉 是 由 分 布 定义 得 


V2CY1 一 

ZY Ex ov 
S 2 
二 


2 
例 3“ 设 和 ;Xn Ss A 是 分 别 来 自 正 态 总 体 Na ;0 ) sN(pz ,0 ) 的 简单 随机 样本 , 且 
相互 独立 5 记 


一 大 2) 


第 25 章 ”数理 统计 439 


7 712. SI 
1 my 
2 一 2 3 和 
sa A 和- 全 3 全称 
» (m= DSit(n 1)S 
2 Wm Tn 2 
求 统计 量 S* 一 中 于 开 二 2 牧 所 服从 的 分 布 . 
i 2 
解 ; 由 呈 一 部 eR ~x Om D, ey), 有 s,s 相互 独立 知 , < 一 3 a, 


名 一 时 相互 独立 ,从 而 由 x 分 布 的 可 加 性 得 
Be 4 sh + ki 十 一 2) 
题 型 198 ” 求 统 计量 的 数字 特征 


思路 启迪 : 统计 量 也 是 随机 变量 ,所 以 求 统计 量 的 数字 符 企 的 方法 同 前 常用 
统计 量 的 数字 特征 如 下 . 
设 (X1 ,Xs,* “XX) 来 自尽 , 且 EX 一 ADX 一 性 , 则 


EX = DR =e, EC(S’) =% (FS 


(二 3 


特别 , 当 ~NC0,) 时 ， X~N (pdo’), ed ~ nl), 


并 且 叉 ， S? 相互 独立 ， EX=—p, DRS ,ES —o, DS:= -2 ; 


例 4 设 (Xi ,Xs ，……X) 为 取 自 正 态 总 体 X~NC0,01) 的 样本 ; 令 Y 一 十 | 六 Z| 试 求 


EY ,DY. 

分 析 : 因为 X1 ,Xz ，…X 独立 同 分 布 , 从 而 | 一 记 | ， |X 一 pl ，…,|X, 一 | 也 独立 同 分 布 ,于 
是 根据 数字 特征 的 性 质 ,只 须 求 EX 一 x|,D|X, 一 |. 

解 : 令 Y; 二 |X; 一 |, 则 Y:~N(0, o). 于 是 


El 和 | | ed 
* 一 一 > Do yy 
十 co -就 2 2 
=2 售 > 部 d( 让 )= A 
re pF 区 (并) x 


故 ey 


而 DIX—y|=D|¥ 1= FEY-(E |Y, | 有 DY EY S20 = (1 一 全 jw 


nt 
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故 DY 一 二 D1X: 一 zl 一 (1 一 全) 到 
nn Tt n 
例 5 设 总 体 和 服从 正 态 分 布 NGx,z), 从 该 总 体 中 抽取 简单 随机 样本 Xi ,Xs，… ,Xz, (7 之 2)， 
其 样本 均值 为 一 光 >)X,, 求 统计 量 了 二 > VCX 十 Xr 一 2X)* 的 数学 期 望 EY 和 方差 DY. 
i=1 i=1 

解 : 对 i 二 1,2,"… ,ny 记 Y; 二 了 X; 十 XX,+4;; 则 Y:~N(C2p;20); 量 了 了 3 相互 独立 ,有 

要 1 n Se i 到 i) 2n 二 二 二 

立 一 nv 3 2 Xt Xrts) 二 an 二 2X 
所 以 


因此 EY ECG 一 »: 上 E | 
20° 


=27 (nO—1) =2(n— DD 
(Y.— DD 
站 二 D[ 忆 一 D’ |= wb | 
207 
= 46:» 2(n—1) = 8(n— 1)at 
例 6 设 1 ,X25*** ,XX, (n 宇 2) 是 来 自 总 体 N(0,1) 的 简单 随机 样本 , 记 
X= io, S=- L172X—X), T= —l5’ 
iT 了 二 十 二: 7 


求 DT. 
解 : 由 及 与 S: 相互 独立 知 ,X? 与 S: 也 相互 独立 ,于 是 有 


DT = D( 丈 ) 十 二 DGS’ ) 
2 
由 于 飞 N (0, 赴 ), 所 以 分 -二 六 (1), 从 而 
n 


DX’) = (2)p 


由 (mn 一 1)S? ， 


汪 二 2 2 A 
Ds’ = J 1)S*] 


23 2 
故 3 寺 rm 1 


例 7 设 总 体 和 服从 正 态 分 布 N(7ps 吧 ) ,Xi,Xs，…，,Xwt 是 来 自 总 体 X 的 容量 为 n 十 1 的 简单 
随机 样本 , 令 随 机 变量 


着 二: 
马 专 a DD. G = 1,2,%%nT 1) 
i=1 
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试 求 Y; 的 概率 密度 . 
解 : 将 Y; 表示 为 
Y; = 


村 天 一 Xi 十 Xs 十 … a 十 交 直 二 苹 5》 


则 YY 是 2 十 1 个 独立 变量 和 1 X2，" …, 义 ,+1 的 线性 组 合 , 而 XX 一 N(x ) ;所 以 Y; 服从 正 态 分 
布 , 其 数学 期 望 和 方差 分 别 是 


[| 
EY;= EX:; — 一 = py—p = 


一] 地 


a 1 < 
DY 一 (#41) DX: + tri D3, 2. DX 
) 


A = 


v 玩 \/ -je 
例 8 设 ,Xs 是 来 自 总 体 XX 的 简单 了 机 样本 ,二 二 XX,,S' 一 > CX 一 7? 分 别 为 样 
本 的 均值 和 方差 ,Y 一 VXI 证明 
(GD 当 久 服从 数学 期 望 为 9 的 指数 分 布 时 ,EY 二 到 0; 


(2) 3 X~NGes0) WH, ELCXS): J=30 (S++). 


解 : (1) 由 Xi ,Xs 相互 独立 知 , VX ,VXz 也 相互 独立 ,所 以 
EY= E(VE )EW) = 
由 于 X 的 概率 密度 为 


Ue 工 之 0 
f(z) 
3 eh) 
所 六 ”EW 这 = :i We = 涝 ; Feidz 


人 入 = 部 Ee 
2 


te 才 蕊 三 ge (其 中 工 二 N(0,1D) 
= AEDT + ET ] = 


由 此 证 得 EY=( 净 驰 ) 一 于 4 
(2) 由 叉 与 5* 相互 独立 知 , 允 与 S' 也 相互 独立 ,从 而 


E[ (XS’)’]= E(X’:S!) = E(X’)E(CS’) (1) 
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由 于 ~N(p, 立 ) ,所 以 
EX = DX + (EX) = #0 + (2) 
此 外 ,由 
S: = (Xi 一)! 十 (Xo 一 3)? 一 二 [CX 一 Xu 十 (Xs 一 名?] 三 廊 (30 革 交 
和 Xi 一 XX 一 N(0,207) 知 ， 


和 = 走 (X 一 XD 
从 而 
E(S!) = xE( 立 )= a ea [3)] 六 PGI) = 30 (3) 


将 式 (2),(3) 代 入 式 (1) 可 得 
EL(XS?)* 13 ($ ty ) 


25.8 参数 估计 
题 型 199 ” 求 参数 的 点 估计 (和 矩 估 计 和 最 大 似 然 估计 ) 


思路 启迪 。 (1) 对 于 您 信 计 , 由 EX 一 二 > Xi ( 总 休息 二 样本 候 ) 得 出 的 佣 


Q(X1 ,Xs，…，X,) 为 未 知 参数 Gi 的 矩 估 计量 ， 一 般 只 要 掌握 2 一 1， 
2 的 情形 ,如 下 : | 


,如 XC) 出 家 ,or 的 逢 信 计量 为 所 一 叉 洲 一直 CX 


到):，, 将 样本 值 代入 即 可 求 得 矩 估计 和 值 . 
(2) 对 于 最 大 似 然 估计 ,求解 步骤 是 : 
@ 写 出 似 然 函数 . 
车 义 为 离散 型 , 且 概 率 分 布 为 P(X 一 2) 二 Se 久久 
(其 中 抽 , 鲍 ,…*s 缴 为 待 居 参 数 ) 时 ; 似 然 函 数 取 为 
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开 (z “Ts ;0 9 a 二 ll ;sO ’ ** ,0,) 


车 羡 为 连续 型 ， 且 概率 密 度 为 ee “0m) (其 中 级， 
…,0 为 待 估 参 数 ) 时 * 似 然 函数 取 为 


Sod i 
FL 
.@ 取 对 数 InL. 
对 0 求 偏 导数 全 Gi 一 1,…sm)， 


@ 判断 方程 组 55 一 0 是 否 有 解 . 车 有 解 , 则 其 解 即 为 所 求 最 大 
似 然 估计 ;车 无 解 , 则 最 大 似 然 估 计 常 在 0; 的 边界 点 上 达到 . 
例 9 设 总 体 X 的 概率 分 布 如 表 25 - 5 所 列 : 


表 25-5 
区 
| [wol o [eo 
其 中 0(0<0< 去 ) 是 未 知 参 数 ,利用 X 的 如 下 样本 值 :3,1,3,0,3,1,2,3, 求 9 的 矩 估 计 值 和 最 
大 似 然 估计 值 . 
解 : EX =0.。0++1:20(1 一 从 十 2.，0: 二 3(]1 一 20) 一 3 一 40 


到 一 二 天 3 十 1 十 3 十 0 中 3 十 1 十 2 十 3) 二 元 


令 EX=5, 得 3 一 40 二 2, 得 0 的 矩 估计 值 为 6 一 二 . 


似 然 函数 
L(D= P(X! = 3,X; = 1,., Xs = 3) 
= PG 3 DP 0 
= P(X=3)P(X = DD):…P(X = 3) 
= (1—20 .20(1—*…(1— 20) 
= 40°(1—0°(1—20)* 
两 边 取 对 数 后 得 


In0= 二 ln 4 十 6ln 9 十 2ln (1 一 从 十 4ln (1 一 20) 
-ee 号 7 一 全 


所 以 9 的 最 大 似 然 估 计 值 为 0 一 一 1 
例 10 设 某 种 电子 元 件 的 寿命 i 
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1s Ey 
ap RY 
0， 其 他 


其 中 ,wb,w>0) 为 未 知 参数 . 自 一 批 这 种 器 件 中 随机 取 半 件 进 行 寿命 试验 ， 设 它们 的 失效 
时 间 分 别 为 XI1,Xa…yX， , 求 Os 的 最 大 似 然 估 计量 . 


解 : 似 然 函数 为 
LOmt = TI Fe er i 
ti 一 1 i=] 
取 对 数 得 
Re =—ning— 直 [2 | 
aln L am 
w 和 
可 见 和 tt 
已 ap 0 A 0 , 


所 以 当 yy 二 min(zi，…,z,) 时 ,lIn 工 取 最 大 值 . 
a i n 
由 2 =- 杂 二 站 [六 二 而 本 0 可 得 09 三方 也 一 pe 
于 是 j,9 的 最 大 似 然 估 计量 为 
= minCX wyX)， 0 一 1 > 一 有 三叉 一 min(X 5) 
i=] 
例 11 设 随 机 变量 X 的 分 布 函 数 为 
NE 
rein = 全) Eg 
0， za 
其 中 参数 a>0,8 二 1. 设 XI ;Xz yo, 为 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 ， 
(1) 当 a==1 时 , 求 未 知 参 数 8 的 矩 估 计量 ; 
(2) 当 a==1 时 , 求 未 知 参数 8 的 最 大 似 然 估计 量 ; 


(3) 当 B=2 时 , 求 未 知 参数 a 的 最 大 似 然 估 计量 . 
解 : 当 a==1 时 ,X 的 概率 密度 为 


- 2 
fz,B) = 4 
0， el 


区 三 | zf Caspar 一 We 。 a 中 = 


Ne 
所 以 ,参数 8 的 矩 估计 量 为 pb= 志 一 一 


(2) 对 于 总 体 xX 的 样本 值 zi ?站 29 ;zn; 似 然 函数 为 
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ny 法 SS) 
142 nl 


0， 其 他 
当 zx 之 1G= 二 1,2,…,n) 时 ,L(B) 放 0, 取 对 数 得 


In L(B) = nln B— (B+ D >)ln zx， 
i=} 


L(B) [ri ;0) -| 
i=] 


对 B 求 导数 ,得 
dlhL(B| 天 六 
最 B 之 下 i 


令 d[ln L(B)] ee = 到 一 沁 h 一 9 解 得 Br 
Es Dna 
i=1 


于 是 8 的 最 大 似 然 估 计量 为 


对 于 总 体 X 的 样本 值 zi ,zz。 ,as ,但 然 函数 为 
天 ee " “入 一 = vs 
L(B) 4 I[ fs = (my Ti DC 人 | ,71) 
i=] 0， 其 他 
党 Ti ya(0z 一 1,2…:7) 时 ,wa 越 大 ,L(Q@) 越 大 , 即 a 的 最 大 似 然 估计 值 为 


& 本 二 min(zxi 97) 


于 是 x 的 最 大 似 然 佑 计量 为 
a 一 min(Xi DS XXX) 


题 型 200 ”讨论 参数 估计 的 性 质 
思路 启迪 : (1) 考虑 总 体 参 数 估计 量 的 无 偏 估计 时; 先 计算 这 个 估计 量 的 数学 


期 望 ,然后 根据 无 偏 性 的 定义 ( 设 0 为 g 的 估计 量 , 若 E90 90, 则 称 6 
为 9 的 无 偏 估 计 ) 进 行 判断 . 
(2) 考虑 总 体 同 二 个 参数 的 若干 个 合计 量 的 有 效 性 时 ,应 先 确定 它 


们 都 为 无 偏 估 计量 ,然后 根据 有 效 性 的 定义 ( 设 负 和 角 均 为 9 的 无 
偏 估 计 , 即 E06, ==0, EG, 二 0, 若 Db < D0,, 则 称 0 比 0 更 有 效 ) 进 行 
判断 . 

(3) 一 致 性 一 般 用 大 数 定律 判断 设 9 为 6 的 估计 量 ， 一 -gr 
co), 则 称 6 为 8 的 一 致 估计 量 . i a 
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例 12 假设 总 体 X 在 区 间 [La,51] 上 服从 均匀 分 布 ,X1 ,X;,… ,XX, 为 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样 
本 ,如 果 分 别 以 a=min(Xi »,X2 ，,"…*， 尺 ,) 和 b=max( Xi :Xz ，"…，X,) 作 为 总 体 X 的 未 知 参 数 的 
估计 量 , 问 4,6 是 否 为 无 偏 估 计量 . 

解 : 由 题 设 知 ,X 的 概率 密度 与 分 布 函 数 分 别 为 


0， Ea 
sb i 
f(z) = b—a ， F(z) = a a EL 
其 他 药 rz>b 
由 此 得 & 的 分 布 函数 与 概率 密度 分 别 为 


Fi;= P(a < x) = Pl(min(Xi, XXX ) ZL) 
一 1— P(X > Ss >7) 
三 1 一 PCXI > 2x)P(X, > 7):"P(X, > 7) 


0， X=a 
-1-0—FoP (4), ea<r<s 
a 
1， rz>b 
pe Ln 
po -| 4a 委 工 系 0 
0， 其 他 


2 的 分 布 函数 与 概率 密度 分 别 为 
Fi(z)= P(O Sz) = P(max(Xi, Xs,**s Xs) Sz) 
= P(A zs Sz, RK, Sz) 
= P(X <Z)P(X: < 2)%P(X, Sx) 


0s 并 过 a 
= [F(z)J = 人 2) ， 和 < 人 < 
Ls t= 
A is Re 
A- 本 四 -| (6= 汤 河 冯 这 守 才 
0， 其 他 


因此 由 
Fa] a | .二 2 一 dz 


一 人) 


一 | 25— 人 所 一 元 )] (5 一 和 过) dz 


ni | or = 
wl zidz oe KR dy 


知 & 不 是 a 的 无 偏 估计 量 . 
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A = | a ht 
由 B=| apicodz=|z 守 一 2 dz 二 4 地 学。 
知 6 不 是 b 的 无 偏 估计 量 . 
nD z=0 


例 13 设 总 体 X 的 概率 密度 为 1(z,0) 一 | 
KX1 ,XK, 为 取 自 X 的 一 个 样本 ,证 明 : 

Ne -ee a 9 
= 1， 色 = min(Xi wwXo) 一 元 


是 9 的 两 个 无 偏 估计 量 ,并 确定 哪个 更 有 效 . 


证 ， EX 三 | zeceodz 三 8 十 1 Ex = | zie nd tt1 
则 DX = EX:— (EX)* = 
下 是 6 = E (DR) 二 EX 一 1 二 0, 即 负 为 9 的 无 偏 估计 量 . 

因为 


| De 一 二 = 一 二 ， 和 
有 Fx (xz)=1 一 [1 一 FC2) 于 ;所 以 


Ne sd 


0， 元 < 
于 是 EXo) 二 人 ne" ?dz 一 0 十 过 ;所 以 Eb = EX 一 十 二 90, 即 久 也 为 9 的 无 偏 估计 量 . 


fri (2) = [1—F(2)J fz,0) = | 


又 Di =D(F PX)= Dx = 
D0;= D| min(X, rs) 一 全 | 尖 DX = 下 Xt — [LEX J 
(eri) + -3 


当 n 之 1 时 ,D6, 二 D601, 即 名 比 抽 更 有 效 . 
例 14 设 总 体 X 的 概率 密度 为 


6z0g 
1 -1 xz), 0<z<0 
0， 其 他 
XI yXz 是 取 自 X 的 简单 随机 样本 . 
(1) 求 2 的 矩 估计 量 6; 


(2) 求 6 的 方差 了 6; 
(3) 讨论 0 的 无 偏 性 和 一 致 性 . 
解 : (1) 因为 
六 主 | 一 zzrcodz 过 人 (0— Ddz 一 也 
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所 以 令 EX 
(2) 因为 
而 


一 又 二 工艺, 即 0 = X=>0 一 2 叉 , 于 是 得 9 的 算 估 计量 二 2 


D6=D(2X)—4D(X)—SDX 


EX [| Cd = 内 全 -0 二 z)dr = 


、》 = 人 2 一 -= 月 2 一 一 0 
所 以 DX 二 EX 一 (EX) 志 4 , 故 D6 .0°. 


(3) 因为 


E06=E(2X)=2E(X)=2EX=0 


所 以 6 一 2X 为 8 的 无 偏 估计 量 ,又 D5 一 二 0:->0Cr>co), 故 52X 为 9 的 一 致 估计 量 . 


` 题 型 201 
思路 启迪 : 


参数 的 区 间 估 计 - 


A 0 te a 


对 日 作 置信 度 为 > 1D 的 区 间 估 计 ( 即 求 妨 的 置信 水 平 


1 一 a 的 置信 区 间 ) ,可 按 以 下 步 又 进行 ， 

(入 选取 一 个 合适 的 估计 函数 WW 二 W(X1;X。,…, 尺 ,0), 它 包含 昌 ， 
但 不 包含 其 他 未 知 参数 ,并 且 能 确定 W 的 分 布 , 盟 这 个 分 布 与 6 
无 闫 3 


“C2) 对 给 定 的 置信 水 平 1 一 a; 定 出 两 个 常数 a,6，, 使 得 


Pl(a SW ,Xie, 2 na0) <b)=1— a 


(3) HW a<WOX, Xess X10) <b 得 到 | 等 价 不 等 式 9 过 9 二 9, 其 中 


OR Rs 的 只 = ee 区 ) 都 是 统计 量 ， 那么 (0, 0 就 
a et -a 的 置信 区 间 . 

对 正 态 总 体 来 说 ,其 估计 和 函数、 置信 区 间 都 有 公式 可 循 ,例如 , 音 
个 总 体 NGw 吧 ) 的 参数 区 间 估 计 如 表 25 - 6 所 列 ( 其 中 及 是 样本 均 ， 
值 *S? 是 样本 方差 ). 

(4) 两 个 正 态 总 体 的 区 间 估 计 . 

设 XX~NGaOY~ NO (Xi Xn) 和 (YI,…,Y,) 为 
来 自 总 体 久 和 YY 的 简单 随机 样本 ,及 , 子 是 样本 均 信 ,S2 ;Ss 是 样本 
方差 ,S2 是 联合 样本 方差 , 则 两 个 正 态 a Ue 
参数 区 间 估 计 如 表 25 - 7 所 列 . 
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表 25-6 
单个 正 态 总 体 


置信 水 平 为 1 一 “的 重信 区 间 | 


ee , 
之 未 知 2 二 ~t(n—1) 
Vn 


A i 5 (本 2 
| 站 全 
tl 对 (nm) Zis WD) 

(加, An 195: 和 


C1)5 
i 允 一 1 "Hn 一 1) 


表 25-7 


两 个 正 态 总 体 
置信 水 平 为 1 一 < 的 置信 区 间 


CIP 人 =Y+ 
rE pe 


(mtn—2)SwA/— 


一 
(er l 


1 
Ps ra 


例 15 设 由 来 自 正 态 总 体 NG, )、 容 量 为 100 的 简单 随机 样本 ,得 样本 均值 二 5, 则 jy 的 
置信 和 度 为 0. 95 的 置信 区 间 为 
解 : 由 题 设 可 知 ， 


二 二 4 一 NO,1T) 


Vn 
又 由 1 一 a 二 0.95 得 a=0.05, 则 ,二 1. 96; 
2 


于 是 ?| 一 1. 96< 人 一 ££<1. sa 95 


V7 


~ 
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即 P(X—1. 96 SSXT+1 % 和 E)=0 95; 而 头 二 5,o 二 1,n 王 100, 所 以 P{(4.8 委 7/ 委 5.23) 王 


0. 95. 

故 所 求 置信 区 间 为 (4. 8;5. 2). 
例 16 设 0.50,1.25,0. 80,2.00 是 来 自 总 体 X 的 简单 随机 样本 ,已 知 Y=ln X 服从 正 态 分 布 
Ns1), 

(1) 求 X 的 数学 期 望 EX( 记 为 b); 

(2) 求 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 ; 

(3) 利用 上 述 结果 求 5 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 . 


解 : ) EX=|-e = 站 cw 


所 以 5 一 ee 入 
(2) 由 于 了 二 In 久 服从 正 态 分 布 ,是 方差 二 1 已 知 , 所 以 jy 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 
间 为 
TS 
(3 es «4 ) 
其 中 5= 二 (In 0. 50 十 ln 1. 25 十 In 0. 80 十 ln 2.00) 二 0,n 二 4,w。 一 to.ow 二 1. 96, 所 以 所 求 的 轩 
信和 区间 为 


1 1 
0 一 x1.96,0 二 十 X1.96)= (=0-98-0. 
( 却 元 )= (一 0. 98,0. 98) 


(3) 由 (2) 知 也 (一 0. 98 二 py 过 0. 98) 一 0. 95, 即 
P{( 一 0.98 十 0.5 之 jp 十 去 之 0.98 二 0,5)= 0.95 
由 此 得 到 P(e “<e"?<e'*)=0, 95, 即 RE tbe )=0795. 
因此 65 的 置信 水 平 为 0. 95 eT 
例 17 设 X~N(y,o?) wp 的 置信 区 间 长 度 为 二 -234,Cn 一 1), 其 中 Pt(x 一 D< tx 一 1)) 一 


a 
坊 , 则 置信 水 平 为 ( De 
(A) 2a—1 (B) 1—2a 《人 和 “(DY a 
解 : 由 题 设 可 知 
a 和 到 一 “全 4 名 一 了 
Vn 
S Se 
、 一 一 2 FE ed ”网 2 
所 以 P DEp<X+t tn D| 


S 


(x 
9 


n 
| < | ci = D1 
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故 应 选 (A). 
例 18 ” 设 随机 变量 久 服 从 正 态 分 布 NGy,8) ,未 知 . 在 XX 的 10 个 观测 值 的 平均 值 二 =1 500 册 
G) 求 六 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 ; “ 
(2) 要 想 使 /的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 间 的 长 度 不 超过 1 则 ?至 少 取 多 大 ? 
(3) 如 果 X 的 观测 值 的 个 数 王 64, 则 当 区 间 (X 一 1;X 二 1) 是 产 的 置信 水 平 为 1 一 w 的 置 
信 区 间 时 ,e 应 多 大 ? 
解 : (1) 由 于 史 一 8 已 知 ,所 以 正 态 总 体 数 学 期 望 yy 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 
:= ws Xo 加 = 
芭 一 证 亲 
由 题 设 知 亏 一 1 500,m 一 10,o 一 /8 ,ps 一 poox 一 1. 96, 所 以 py 的 置信 水 平 为 0. 95 的 置信 区 
间 为 


_ 1.96XY8 
1 500 vV 而 
(2) 当 观测 值 个 数 为 郊 时 *wx 的 置信 水 平 为 0.95 的 置信 区 间 为 


上 E 500— L196 XY8 | 1 5004 196 XY8 jd 
Vn n 


1.96 XY8 
，1 500 十 一 一 人 | 一 (1 498,1 502) 
V10 


于 是 要 使 该 区 间 的 长 度 不 超过 1, 即 2 ii2 有 ,>122.93, 即 观测 值 个 数 最 少 为 123. 


(3) 如 果 XX 的 观测 值 的 个 数 * 一 64 时 ,y 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 为 (XXX 二 1)， 则 
有 一 1 即 us 一 2V2 一 2.828 5, 查 a 分 布 表 可 
0. 004 6. 

例 19 设 样 本 Xi ,XX;,…,X, 来 自 正 态 总 体 X 一 No ) ,其 中 心 o2 均 为 未 知 参数 . 设 随 机 变 
量 工 是 关于 jy 的 置信 水 平 为 1 一 a 的 置信 区 间 的 长 度 , 求 E(L?),D(L?). 
解 : 在 正 态 总 体 N(y,o) 的 未 知 的 情况 下 ,x PR 1 一 a 的 置信 区 间 为 


得 多 一 1 一 0.997 7 一 0.002 3, 即 xz 一 


5 
(x 所 X 二 -三 A ee) 
由 此 得 到 
2S 
LL 二 一 =+ 
i 
= 
于 是 E(L)= E(t (n—l)) 
二 1 ts (n— DE(S’) = A (n— ls0= er an—1) 
由 2 二 好 (一 1) 知 D| |=2—D) ;于 是 


16 


wi | = (nO— 1)S’ 
ei ee tn DO ) 
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De Se. 
i 了 给 (n—1).。 2(n—1) = a 五 盖 《到 


例 20 随机 地 取 某 种 炮弹 9 发 做 试验 , 测 得 炮 口 速度 的 样本 标准 差 ==11 m/s. 设 雹 口 速度 
服从 Nsw), 求 这 种 炮弹 炮 日 速度 的 标准 差 o 的 95% 的 置信 区 间 . 


解 : 1 一 a 二 0. 95 $=0. 025,n=9;S=11 


取 随机 变量 关 一 中 一 二 全 ~ 一 1), 则 
Plxs mE =1—a 
查 x 分 布 表 ,得 Xisrs(8) 王 17. 535,xi.0zs (8) 二 2. 18. 
故 o2 的 95% 的 置信 区 间 为 
全 X11 V8x1l 
V17.535 WY2.18 
例 21 设 Xl ，,"…， 久 2, 为 来 自 正 态 总 体 N (ya ;18) 的 样本 ,Yi ,…;Y, 是 来 自 正 态 总 体 N (jy ,16) 
的 样本 ,要 使 一 yx 的 95% 置 信 区 间 的 长 度 不 超过 7, 问 至 少 要 取 多 大 ? 
分 析 : 因为 两 个 总 体 的 方差 已 知 , 于 是 可 选用 对 应 的 区 间 估 计 公 式 来 求 得 n. 
解 : 因为 置信 区 间 的 下 限 、 上 限 分 别 为 


= (7.4,21.,1) 


, 2 2 2 
EO CO DY 
2 2 ZV Zr nn 

于 是 置信 区 间 的 长 度 为 


族 > 各, 即 n 至 少 要 取 | 和 于 | 十 1, 其 中 [ ] 为 取 整 运算 , 且 假 定 各 1 为 非 束 数 . 


25.9” 假设 检验 


题 型 202” 正 态 总 体 的 均值 和 方差 的 假设 检验 


思路 启迪 : 一 般 按 以 下 步骤 求解 : 

(1) 根据 具体 问题 做 出 假设 ; 

(2) 选取 相应 的 检验 统计 量 ; 

(3) 写 出 拒绝 域 或 接受 域 ; 

(4) 将 已 知 数 据 代 入 统计 量 进 行 计算 ,然后 做 出 判断 . 
例 22 食品 厂 用 自动 装 钢 机 装 铅 尖 食品 ,每 钠 标 准 质 量 为 500 g, 每 隔 一 定时 间 需 要 检验 其 工 
作 情 况 , 现 抽 10 把 , 测 得 其 质量 (单位 :g) 为 

495,510,505,498,503,492,502,512,497,506 

假设 质量 了 服从 正 态 分 布 Nu, ) ,试问 机 器 工作 是 否 正 常 (c 一 0. 98)? 
解 : @ H, ;4 二 500. 
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@ 因为 of 未知 ,所 以 选取 统计 量 
个 兰 X— po = X—500 09) 


5 
mm VW 
由 样本 数据 ,得 二 502,S 二 6. 5,T, 一 了 二 一 0.97, 查 + 分 布 表 , 得 如 ww(9) 一 2. 82. 


VI6 
因为 | To | 二 0. 97 一 2. 82, 故 可 认为 自动 装 钢 机 工作 正常 . 
例 23 用 机 床 加 工 圆 形 零 件 ,在 正常 情况 下 ,零件 的 直径 服从 正 态 分 布 N(20,1) (单位 :mm)， 
今 在 某 天 生产 的 零件 中 随机 抽查 了 6 个 , 测 得 直径 (单位 :mmi) 分 别 为 
19;19. 2,19, 1,20. 5,19,.6,20..8 , 
假定 方差 不 变 ， 问 该 天 生产 的 零件 是 否 符 合 要 求 ? ( 即 是 否 可 以 认 凑 这 天 生产 的 零件 的 平均 直 
径 为 20 mm). (a 二 0. 05) 
解 : @ 由 题 意 可 设 该 天 生产 的 零件 直径 X 一 NGC,1), 则 
Ho:p=20, Hi:p 基 20 
@ 因为 已 知 , 所 以 选取 统计 量 
口 一 革 =~ NO,D 


(宝玉 总 
当 ia 一 0. 05 时 , 查 标准 正 态 分 布 表 得 临界 值 wo.025 一 1. 96， 而 由 样本 数据 可 计算 得 
驻 一 20 
| 可 | 三 | 1 ‘|=0,735<E9% 
V6 


故 应 接受 甩 , ,认为 该 天 生产 零件 的 平均 直径 为 20 mm. 
例 24 用 包装 机 包装 某 种 洗衣 粉 ,在 正常 情况 下 ,每 袋 质 量 为 1 000 g, 标 准 差 a 不 能 超过 
15 g. 假设 每 袋 洗 衣 粉 的 净 质 量 服从 正 态 分 布 . 某 天 检验 机 器 工作 的 情况 ,从 已 装 好 的 袋 中 随 
机 抽取 10 袋 , 测 得 其 净 质 量 ( 单 位 :g) 为 

1 020, 1 030, 968, 994, 1 014, 998, 976, 982, 950, 1 048 

问 这 天 机 器 工作 是 和 否 正 常 ? (a 二 0. 95) 
解 : @ 玖 :于 委 15?. 

@ 选取 统计 量 

te DS. 
四 


由 样本 数据 ,得 又 一 998,S 一 30. 23, 交 一 03323 一 36.554 0. 查 六 分 布 表 ,得 疹 ws(9) 16. 919. 


因为 鸡 (9) 二 36.554> 允 ss (9) 二 16. 919, 故 拒绝 接受 Has 即 包装 机 这 天 工作 不 正常 ,应 调整 . 
例 25 从 用 原来 工艺 生产 的 机 械 零件 中 抽查 25 个 ,测量 其 直径 ,计算 得 直径 的 样本 方差 为 
中 二 6, 27. 从 用 新 工艺 生产 的 机 械 零 件 中 抽查 25 个 ,测量 其 直径 ,计算 得 直径 的 样本 方差 为 
号 一 4. 40. 假设 两 种 工艺 条 件 下 生产 的 零件 直径 分 别 服 扶正 态 分 布 Nasaf) 和 和 ( 否 ,到 六 人 参 
数 均 未 知 , 在 显著 性 水 平 a 二 0.05 下 ,试问 新 工艺 生产 的 零件 直径 的 方差 6 是 否 比 原来 工艺 
生产 的 零件 直径 的 方差 of 显著 地 小 ? (Foos (24,24) 二 1. 98) 


~ xX nel) 
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Ho:of =os; Hyiof > os 
选取 检验 统计 量 为 
F= ~F(24,24) 
给 定 显著 性 水 平 a 二 0. 05, 要 使 
P{F 淆 Fo o5 (24,24)} = 0;05 
而 Fo.os (24,24) 二 1. 98, 则 拒绝 域 为 [1. 98, 十 oo). 


根据 =6. 27,5 二 妹 40, 得 检验 统计 量 下 的 观察 值 为 一 -46 一 1. 425, 所 以 下 的 观察 值 


不 落 在 拒绝 域 中 ,所 以 接受 原 假设 ,不 能 认为 新 工艺 生产 的 零件 直径 的 方差 比 原来 工艺 生产 的 
零件 直径 的 方差 显著 地 小 : 


题 型 203 ”有 关 两 类 错误 的 命题 


思路 启迪 : 正确 理解 两 类 错误 的 含义 是 求解 的 关键 . 
(1) 第 一 类 错误 : HH。 本 来 是 正确 的 ,由 于 样本 的 随机 性 ,样本 观察 什 
落 入 拒绝 域 而 做 出 了 拒绝 旦 , 的 选择 , 即 x 二 P( 拒 绝 Ho| Ho 为 真 ). 
(2) 第 三 类 错误 : 日。 本 来 不 是 正确 的 ,由 于 样本 的 随机 性 ,样本 观察 
”人 和 值 落 大 接受 域 而 做 出 了 接受 Ho 的 选择 , 即 8 一 已 (接受 Ho1Ho 为 
假 ). 


例 26 设 X 有 概率 分 布 如 表 25 - 8 所 列 ， 
表 25-8 


到 文中 3 训 全 非 机 及 3 加 到 
| 29(1—0) (1—0)2 


检验 Ho :0 一 0. 1 , 互 ; :0 一 0， 9, 抽 取 3 个 样本 取 拒 绝 域 W 为 
ee 
求 此 时 犯 第 一 类 和 第 二 类 错误 的 概率 . 
解 : 第 一 类 错误 为 
a 二 P{ 拒 绝 有 H。| Ho 为 真 ; = P{X1 三 1,Xs 二 1,Xs = 二 1|10=0.1)} 
0 0000,00] 
第 二 类 错误 为 
B= PP{ 接 受 Hi 中 为 假 } 二 I 一 P{X = 二 1,X; 一 1,Xs 一 110 一 0.9) 
三 工 一 中 09 = 0.468 4 
例 27 设 Xi ;Xz ry ;XX 是 来 自 总 体 和 一 NGC,d4) 的 一 个 样本 ,其 观察 值 为 zyzn9y 平 均 
值 为 久 , 检 了 验 Ho :4=0,H) :天 0. 现 取 拒 绝 域 


W = (a1,z | 于 
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当 实 际 情况 为 y 二 1 时 , 试 求 犯 第 二 类 错误 的 概率 . 
解 : 犯 第 二 类 错误 的 概率 为 
8 一 P( 接 受 H, | Ho 为 假 ) = P( 样 本 观测 值 不 属于 W | y= 1) 


当 HH, 不 为 真 时 ,p 一 1, 于 是 X~N(1,4), 即 习 ~N(1, 售 ). 


此 外 ,接受 Ho 时 , (zi aT? ,2 EW, E>, 5 从 而 


2us 2zx。 
起 一 一 和 一 1 | 
B=P( < ) 下 全 民居 下 二 
Vn Vn Vn 
a Rl _ 
= 
Vn 2 2 2 另 
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